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PORZ?DEK POPISU.

Klassa 1",a i IIga dnia 30 Lipca.
Od godziny 8 do 8! Xnnka Hf'ligii i ?Tura-1na X. Potrasewica.

8? 9 J?zyk Niemiecki P. Swidersk i.

9 9? .J?zyk Francuzki P. Swidersk i.

9? 10 J?zyk Polski P. Zai?czkowski.
10 IO? J?zyk ?aci?ski P. Przyby?owski.
]0: - II JE'ometrya i Arytmetyka P. Siekaczy?ski.
] l *-

III Historya Powszechna i Polska W. Rektor.

11? - 12 Jeografia PP. Michalski i Hraeski.

12 - 1l?? Historya NatlU'allla i Fizyka PP. Kobecki i Wysocki

Klassa lUcia i IVta dnia 31. I .. ipca,
8 do 8! Religia X. Potrnstewicz.

9 J?zyk Niemiecki P. Swirler'sk i.

9? J?zyk Francuzki P. Swlderski.

8?
z

9

10 J?zyk Laciliski PP. Kobecki i Braeski.

10? J?zyk Grecki P. Brzeski.

9! -

z

10 -

tOI-
11-

11 J?zyk Polski P. Zai?czkowski.
1J ? Jeometrya P. Bayer.

] 1?- '12 Al'ytmetyka i Algiella P. Bnyer.
12 - J2? Hist. Powszechna i Polska W. Rektor j P. Wysoc:k.!.
12!- 1 Jeografia PP. Michalski i Brzeski.

l J? Historya Naturalna ,Fizyka i Chemia Pf', Kobecki

WY!!locki.
Czytanie promocyj i pochwa?, rozdanie nagród it. d.



Nullurn mnnus Itelpublicse afferre majus , meliusque possumus, qllalll si doceallllls,

atfjllc eru.liamus juventutem,

cu. cap. 111 de Di?ill.

Wzrastai?ca W ludno?? Stolica, przepe?nione Uczniami wyzszeg?
Rz?du Jnstytuta , wskazywa?y potrzeb? ich pomno?eniao--c Wysok a

Magistratura nad o?wieceniem Narodu czuwaj?ca, z woli Naywspa

nialszego Monarchy, rozci?gaj?c troskliw? w tym zamiarze opiek?,
i dogadzai?c zyczeniom Obywateli w oddaleniu od Szkó? Woie

wódzkich zamieszka?ych, otworzy?a w Miesi?cu Pa?dzierniku roku

up?ynionego Szko?? Wydzia?ow? przy Ulicy Nowy Swiat ,
a pra

gn?c i? widzie? kwitn?c?, wszelkich u?y?a ?rodków nieodzownie

do iey wzrostu potrzebnych. Tym celem wyda?a naprzód polece
nie do Szanownych Rektorów, aby m ?odzie? , w swych Jnstytu
tach zapisan?, a w blisko?ci Nowego Swiata zamieszka?? starali si

?

do t?y no we y Szko?y odes?a?'; polecepie takowe wzi??o po cz??ci
zamierzony skutek, 30 bowiem UCZIllÓW z Liceum, 20. ze Szko?y
Wydzia?owey przy Ulicy Króle wskiey ,

i po kilku z innych odle

g1eyszych Szkó? przyby?o do nowo za?o?oney. Pozna?a t? dogo
dno?? i dobrodzieystwo, ?wiatla Publiczno??, kiedy 45 synów do

t?d w domu edukowanych do iey nowo za?o?oney Szko?y za pisa?a:
tak wi?c Jnstytut w mowie b?d?cy w pierwszern pGlroczu 108,
w drugiern 115 Uczniów liczy?. Lubo za? wiele m ?odzieky wi

dzie? si? daie w okolicac Nowego ?wiata zamieszk a?ey ,
a do od

leg?ych Szkó? ucz?szczai?cey , spodziewa? si? iednak nale?y ,
ze i

tey Itcdz.ice poznawszy lepiey swóy pozy tek, nie b?d? si? wahali

pOWIerzy? swe drogie zak?ady Jnstytutowi, który sobie za nay

?wi?tszy obowi?zek poczytuie, odpowiada? godnie zaufaniu Rz?dll
i Szanowney Publiczno?ci •

..



'- IV

. ?by za? zacni Rodzice ,
lub Opiekunowie dok.?adnieysze po

wzieli wyobrazeoie o tey Szkole Wydzia?owey równie iak o in

nych, powa1.amy si? przytouzy? z wewn(,;trznego iey urz?dzenia

§ 1. "
Celem ,lest Szko?y Wydzia?owey da? pozna? m?odeie?y

"
tre?? W,sZyS,tkl?h ,tyc? nauk i umiei?tno?ci ,

które wykszta?caj?

" obycz;H?, ? oswlecal?
rozum p otrzebnemi i uzytecznemi wia

"
domoscv'IJln, zaostrzar? szczegolniey przemys? i wskazui? mu

,
obfite iród?o tak pr y w atney inaiomo?ci ,iak bogactw kraiow'vch

, ,
'

d I

J ,

,I podai? mezawo ne. prf;! <tyczne ?posoby .nabycia i pomnozenia

, oboyga.
- Cech? W1r.C, zastug? ,

l zalet? b?dzie dobrze urzadzo
"

n?y Szko?y Wydzia?owey, kiedy Ucze? k??dy który wszy·stkie

'" iey Klassy chwalebnie ukorlczy, mie? ,b?dzie gruntowne zasady

" wszystkich wiadomo?ci I umiei?tno?ci ,
i talentów, za pomoc?

" których rolnictwo, r?kodzie?a, handel i pi?kne kunszta do tak

" wysokiego iak widzimy doskona?o?ci stopnia w kraiach obcych

" dosz?y: a nie przestaj?cy na edukacyi w t?y Szkole ukoriczo

" ney , zdatnym prócz tego b«dzie, do ?atwego i pr?dkiego obi?

"
cia dokladnieyszey teoryi nauk i umiei?tno?ci W wyzszych Klas-

sach Szkó? Wojewódzkich."
"

Z dopiero przytoczonego artyku?u pokazuie si? dowodnie, ze

mlodz ie? ch walebnie bieg nauk w tych Szko?ach odbywai?ca ,
u?a

twiony ma wst?p do Klassy 5tey Szko?y Woiewódzkiey, a 113WI.'t

pod?ug póz.nieyszych nrz ?dze
?

,
do J nstytutu politechnicznego, iak

liczne tego przyk?ady na Uczniach z podobnych Instytutów wy?

chodz?cych stwierdza}?·

Dla tego tez Wysoka Magistratura nad wychowaniem czuwa ..

j?ca, przekonana o korzy?ci tego rodzaiu J nsty tutó w,
zaraz przy

otwarciu Szko?y Wydzia?owcy przy owym
Swiecie w pismach

public?nych,
a mianowicie w Kury?rze Warszaw?kim ?nia 4. Pal

dzieJ'Olka roku przesz?ego zapewni?a urz?dowol? szanown? Pu

bliczno?.?, kiedy rzek?a: "
W tey Szkole nalezycle usposobionymi

" Nauczycielami osadzoney, wszystkie te nauki i W tey samey ror;"

" ci?g?o?ci wyk?adane b?d?, iakie dla ?zkó? ?ydzia?,owych
i czte

" re?h Klass pierwszych Szkó? WOJewódzkich ogolnym ?lanem
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Nauk s? przepisane,
- Ucze? wi?c po .odbyeiu z zalet? nauk

"

w tey Szkole dawanych, bez trudno?ci b?dzie m6g? przey?di

:: do 5tey Klassy Szkó? Wojewódzkich.

Z tego powodu zyczy?by naleia?o , aby Szanowna Publiczno??

bez uprzedzenia za tym lub owym J nstytutem, zaszczyca?a swern

zaufaniem teszczególni?y Szko?y, które ieszcee liczb? Uczniów nie

s? przepe?nione. Do?wiadczenie bowiem naucza nas, ze przy ró

wney troskliwo?ci i bieg?o?ci Naucz) cieli, W tym Jnstytucie odnosi

m? odzie? wi?cey korzy?ci, który mniey Uczniów liczy, a prze
ciwnie w zbyt przepe?nionych Klassach, nigdy Nauczyciel tyle do

kaza? nie z?o?a.-Z reszt? ta
?am? kw?lifikacya Nauczycieli w Szko

?ach Wydzlalowych, co WOlewodzkIch, ta sama troskliwo?? Rz?
du, i ten sam plan Nauk, mog?? iakiekolwiek uprzedzenie radzi?

w wyborze J nstytutów ? prawda, ze zastosowanie nie k tó rych tra

fnie u?ytych ?rodków, mo?e nielak? wy?szo?c iednemu Jnstytutowi
nad drogi zjedna?, mo?.e si? wiele prz y?o?yc do lepszego prowa
dzenia m?odzie? y , do wzbudzenia w niey wi?k szey pilno?ci, i szla

chetney emulacyi; ale to wszystko, od wiQkszey gorliwo?ci i po

?wi?cenia si? zale?y, W tym celu Szko?a Wydzia?owa przy No

wym ?wiecie dope?niai?c z sumienn? godiwo?ci? powinno?ci pra
wem przepisanych, przyi??a na siebie dobruwolnie rózne obo wiaz»

ki, dobro powiel'zoney iey Szko?y na celu mai?ce , takierai s? na

przyk?ad ksi??eczki Cenzurami domowemi zwane, w których iak

W zwierciedle co d wa tygodnie widzia? Uczell , iego Rodzice, lub

zast?pcy obok post?pu z Nauk, wymienione wszelkie pi?kne przy

mioty, lub ha?bi?ce przywary. Ksi??eczki tc u?atwiaj?c stosunki

z Rodzicami; nastr?cza?y bezpo?rednio sposobno?? zaradzenia z?e

mu '-IV samym iego zarodzie.

Pray i?ty dobrowolnie zaraz przy otwarciu Szko?y dozor nie

tylko w zabudowaniu szkolnem
,

ale za Szkol? dzielnie wp?ywa?
na obyczaie m?ndz ieby i usiln? pilno??. Zwiedzali Cz ?onko w ie

J nstytutu wspólnie z Naczelnikiem Szko?y mieszkania Uczniów,

zasi?gaj?c szczegó?owych I',viadomo?ci o ich prowadzeniu si? i pil
no?ci, ile razy tego wskazywa?a potrzeba.



VI

Zbawienne tak?e skutki okaza?y zaprowadzone ksi?gi z?ota i

czarna czyli pochwa?y i nagany. M?odziei. drog? amhicyi kierowa

na, wiedz?c o tey szczególnieyszey nagrodzie, co kwarta? w ohli

czu wszystkich Ucz uió w i Nauczycieli og?aszaney ci?gle i silnie

ubiega?a si? o te zaszczyty: przeciwnie ksi?ga nagan przykre wra

zai?c uczucia, strzyrnala i? od z?ego. -Nadto co miesi?c celui?cy
Uczniowie w obyczaiach i naukach przy uroczysto?ci stoso wndy w

gronie swych towarzyszów pochwalani, i biletami honoru obda

t'z.ani ; niepilni za? lub innym wadom ulegli napominani byli.

Cz?ste konferencye z gronem Nauczycieli odbywane, na któ

rych wszelkie potrz??enia dobro in lodziez y na celu mai?ce rotzrz?
sano i zaradcze ?rodki obmy?lano, du?o si? tak?e do lepszego 0110-

dziezy prowadzenia przylozy?y.

Wa?n? równie przys?ug? uczyni?y sessye z Nauczycielami do

mowymi czyli Korrepetytorami Uczniów co miesi?c sk?adane, i

zyczy?by nale?a?o
, aby ci? Korrepetytorowie przei?ci wa?no?ci?

swych obowi?zków szli w pomoc Nauczycielom publicznym poro
zumie wai?c si? z niemi, udzielaj?c wszelkich szczego.?ów wzgl?dem
prowadzenia poruczoney sobie m?odzie?y. Mamy wielu Nauczy
cielów prywatnych czyli Korrepetytorów przy tey nowo za?ozoney
Szkole, którym wzcrowey gorliwo?ci odmówi? nie mo?na, zyczy?
nam tylko pozostaie aby inni wiedz?c o po w y?szem ustanowieniu,

ch?tnie si? do niego stosowali, w czern sami wiele ulgi w tak mo

zolnym za wodzie .doznai'l'

Ci?g?a z resztl\ baczno?? nad Religiynomoraln?m post?powa
niem m?odzie?y, nad wyz5zem coraz ukszta?ceniem umys?u i serca

trafnie kierowana, wiele si? przyczyni?a do tego, ze Uczniowie z po

cz?tku za niepilnych i nieobyczaynych uwasani , otrz??li si? z tych
wad, i pi?kne o sobie uczynili nadzieje.

W dalszym ci?gu programmatu umieszczamy rozpraw? nauko

w? P. Juliana Bay er Nauczyciela Matematyki. -

I



VII

Daruie wszak?e Swiat?a Publiczno??, ze korzystai?c z stosowney

pory o?mielamy si? z?o?y? dzi?kczynienie J mieniem Jnstytun, Ucz

niom: którzy zbiory Naukowe darami swymi za zezwoleniem Ro

oziców pomno? y? raczyli i tak: Uczniowie Klassy III. Balicki Wi

ktor, Gajewski Jozef, ofiarowali po kilka ksi?zek i kilka sztuk

pieni??ków dawnych srebrnych i miedzianych. ?lewiriski Ludwik

kilkadziesi?t sztuk pieni?dzy da wnych papierowych. Eborowicz An

toni, Chrzanowski Stanis?aw iLeraud Gabryel kilkana?cie sztuk

muszli. Z rVtey Klassy Corazzi Aurelian ofiarowa? kilka sztuk ry

sunków i Tablic? kolorów. Baranowski Sebastyan kilka sztuk mussli

ma?ych. Bodayby podobne ofiary zach?ci? zdo?a?y i szanownych
Rodziców do sk?adania mniey im potrzebnych dzie?ek, mapp i

Rysunków lub narz?dzi matematyczn):ch" ?zycznych _ na u?ytek
szko?y, bez czego (lubo Hz ?d trosk liwy kilka sztuk znaczniey
szych narz?dzi i kilkadziesi?t dziel zakupi?) trudno iest nowemu

Jnstytuto wi zaradzi? sobie skutecznie.

•

,
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o niektórych w?asno?ciach liczb, a szcz?gól
niey o prawach ich podzielno?ci, z zastosowa

niem tych?e do rozk?adania liczb na czynniki
ca?kowite pierwsze lub z?o?one 1 naznaczenia

wszystkich czynników ca?kowitych czyli dziel

ników dok?adnych tak pierwszych iako i z?o

?onych, wynaydywania naywi?l-l:szego spólne
go dzielnika dwóch, trzech i t: d: lub ilukol wiek

liczb, tudzi e? naymni?ysz?y ich wielokrotno

?ci, skracania u?amków, i sprowadzenia ich

do spó1nego nayrnni?yszeg o mianowniha.'

La propriete ,
dont jouisseni certains nombros d' ?tre exactement

divisiblcs par d'autrcs
,

et la recherche des divise'Ul's d'un nom

hre fermout une des the?ries les plus importantcs de l' Al'itb.

m?tique.

(M. lIourd'o" 1J:leme"s ci' Arithm; 4e Bd. stron. 177)'

w S T E P
'"

Do Teoryi elementarney podzielnosci liczb zamyTcai?cy
W sobie potrzebne opisamc: i w?asnosci liczb szczcgólni?y co do

ich spólnych dzielników, z. 8pólnych wielokrotno?ci.

l. Cokol wiek liczba iedna lub liczb kilka, a czasem na wet i

wszystkie za wier ai? W sobie co? szczególnego , to wszystko nazy-
2
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warny ich w?asno?ciami: i tak np. liczba 45 posiada t? w?asno??,
ze powstaie z dodania liczb 22 i 23; lub z odi?cia liczby 6 od liczby
51; lub z rozrnno?enia liczb 5 przez liczb? 9; lub z podzielenia li

czby 135 przez liczb?, 3: te atoli w?asno?ci bardzo szczególne s?u? a

samey tylko liczbie 45, lecz ie?eli uwa?a? b?dziemy, ze liczba 4f?
iest dok?adnie, t: i: bez pozosta?ey iakiey? reszty podzielna przez

liczb? 5, to w?asno?? ta nie slu? y sarney tylko liczbie 45, ale posia
dai? i? .tak?e liczby 10, ]5, 20, 25, 30, 35, 40, 50, i t: d:

zt?d w?asno?? ostatnia wi?cey od popvzedeai?cych ogólna iest spól
na wielu liczbom: s? na wet w?asno?ci liczb bardzo ogólne, wszy

•.

stkim spólne Iiczb orn
, iakicrni s? np: ze ka?da liczba iest przez

iednosc lab siebie sarn? zupelnie podzielna: - ?e ka? da liczba
rozmno?ona przez zero daie na iloczyn zero: - które to ostatnie

d wie w?asno?ci z samey Definicyi mno?enia i dzielenia wprost wy-
'

p?ywaj?ce, my tutay za wiadome przypuszczamy.

2. \Vy?ozenie niektórych w?asno?ci liczb iest rzecz? pisma
tego, do którey nim. przyst?pimy, zastanówmy si? ,

iakirn sposo
bem mozemy ka?d? liczb? ca?kowit? (bo o ostatnich tu tylko mowa

bedzie) ogólnie wyrazi?. W tym celu przypo?l}niymy sobie z Ary t

mletyki z Nauki o Liczeniu, ?e ka?da liczba iest zbiorem czyli Sl11n

m? tylu iedno?ci rz?du pierwszego, drugiego, trzeciego i t: d: ile

iedno?ci zamyka w sobie cyfra na pier wszern , drugiem , trzecim i

t; d: mieyscu po?ozona ; tak ze liczba np. 6973. iest zbiorem, 3 ie

dno?ci rz?du piorwszego, 7 iedno? ci rz?du drugiego , 9 iedno?ci

I'Zfidu trzeciego, i 6 iedno?ci rz?du czwartego, czyli ze liczba

6973 = 3XI + 7 X 10 + 9 X 1000 + 6X 10000.

Tutay czynniki' l, 10, .100, 1000, pozostan? te same i dla ka?·

dey jnney liczby, która wed?ug ró?nych wa?no?ci cyfr z których
liczba ta si? sk?ada, mo?e byd? rozmaita: ie?eli przeto w ogólno?ci
nazw.iemy przez a wazno?? cyfry na mieyscu iedno?ci stoi?cey,
przez b wazno?? cyfry na mieyscu dziesi?tków po?ozoney, przez c

wazno?? cyfry mieysce .set zape?niaj?ce y, i t: d: to oczywista, ze

.kazda liczba ca?kowita N zamkni?ta iest wed?ug powyzszego w

wzorze ogólnym nast?pui?cym e I

N =a.+b.JO +c.lOO+d.lOOO + ......

. \
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czyli
N zz:a- 10°+ b. 10 + C. 102 + d. 103+ ...... + w. 10m-l(A)

gdy liczba ta z m cyfr si? sk?ada.

3. OPISANIA. Je?eli liczba A mie?ci si? w liczbie B doldad

nie tyle razy, ile iedno?ci zamyka w sobie liczba ca?kowita m;

czyli ie?eli liczba A dzieli dok?adnie liczb? B, na ten czas mówimy, ze

liczba A iest dok?adnym dzielnikiem liczby B, czy li ze liczba B

jest podzieln? przez liczb? A; lub ze liczba B iest wielokrotn? li

czby A, liczba za? A iest cz??ci? wielokrotn? liczby B np: liczba

45 iest ] podzieln? przez 5, bo V == 9 == liczbie ca?kowitey ; ta

sarna liczba 45 iest wielokrotn? wzgl?dem liczby 5, liczba za? 5 iest

dok?adnym dzielnikiem lub cz??ci a wielokrotn? liczby 45. - Wo·

gólno?ci mi?dzy liczb? wielokrotn?' a iey czp?ci? wielokrotn? za

chodzi ten zwi?zek
.

B

A
= m == liczbie calkowu?y

a zt?d i B = mA gdzie m iest liczb? ca?kowit?, a gdy
.

B
A "h 'd'

, ,

'l -.= przeto z rownan ryc wi ZImy l to; ze

m

iloczyn dwoch. liczb ca?kowitych iest podzielny przez. ka?dego
z swych czynników (aj.

J e?el i za? liczba A nie dzieli dok?adnie liczby B, na ten czas

uskuteczniaj?c dzielenie doydziemy do reszty R <A, tak ze cechui?c

I

iloraz przez i b?daie
.

!= i + ?
czyli B= iA + R - - •• (1)-

Gdy teraz zamiast ilorazu i we?niemy liczb? o iedno?? wi?kszq
t: i: i + 1, na ten czas liczba ( i + I), A/jest wi?ksz? od B, b?
z za?o?enia liczba R iest mnieysz?od A: ie?eli zatem liczbe te, o

ktcir? liczba ( i + l). A iest wi?ksz? od B nazwiemy przez 'Rx', to

podobnie iak wytLey b?dzie

(a) Prawda ta lila miej'sce dla Jakichkolwiek iiczh, ale pod tJm wzgl?dem uwa-

:i?na nie naldy do. naszego. pisma , bo. my zatrudniamy sil[ tJlko liczbami cd

JrCiwitcmi.
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B=(l + l). A.;;...Rx' •• ; (2).
Odci?gn?wszy wyrazenie (l) od ostatniego; i przenios?ssy R,

Ul) na stron? pierwsz? otrzymamy
R + fiI = A. '" (3)!

liczb? t? RI na?yw?? b?dziemy 1!?p?lnieniem. reszty R, czyli krocie y

reszt? dopetnics?, bo ona w?a?ciwie dope?nia reszt? t? do Dziel

nika A; i w ka?dym prz ypadkuzna ydziemy BIl skoro tylko R i ?.

sq dane, bo z równania (3) wynika
.

Rx,:=A-R (4)?

4. Z opisania dop;iero co podanego liczby b?d?ody dok?adnym
dzielnikiem pewney liczby daney , wynika, ze dok?adny dzielnik

pewney liczb y nie mo?e byd? wi?kszy od tey?e liczby, bo

liczba mnieysza podzielona przez liczb? wi?ksz? dai? iloraz mniey
szy od iedno?ci I a tern samem u?amkowy, a nie ca?kowity,

5. Liczby, które nie mai? ?adnego innego dok?adnego dzielni

ka, prócz iedno?ci lub ?iebie samych " zowi? si? Liceborni pler
wszemi be?wzgl?dnemL, lub króci?y Liczbami pierwsze mi ;

wsz'ystkie za? inne liczby zo w i? si?' Liczbami z?o?one mi : i tak

\icf!,by 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... s? liczbami pierwszumi
liczby za? 4, 6, 8, 9, 10, 12 .... s? liczbami z?ozonemi, poniewai .

liczb? 2 nie dzieli zadna liczba dok?adnie prócz 1 i 2; ta? samo

Iiczb ?

3 dzieli tylko l i 3; .. i t: dl liczb? za? 4 nietylko l i

4 dok.?adnie dzieli, ale dzieli i? tak? e zupe?nie i liczba 2; liczb?
61 pracz l i 6 dziel? ieszcze liczby 2 i 3; i t: d:

6. Je?.eli kilka liczb- A, B, G, D,
"

•• i t: d: s? podzielne przez

iedn? i teL sam? liczb? M, na ten czas liczba ta M zowie si? spol

nym
dzielnilciern: liczb A, B, C, D, •.• j tak np: liczba 7. iest spól

nym dzielnikiem liczb 28,42,56.
Je?eli liczby M, N, P, ..•...•• s? spólnymi dzidnikami

liczb A,' B, C, D, •.
? .•. i nadto M> N> P>' .....• czyli ie?ell

liczba M iest z wszystkich dzielników spólnych naywi?kszym,
to na ten czas liczba M zowie si? naywifkszy,!" spólnym dzi!!l
/'Likiem liczb A, B, C, D,? ..••. i tak n: p: liczby 2, 3, 4, 6, 12,

s? spólnymi dzielnikami liczb 144, l56, ?16, ale gdy nie ma ius
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?adney liczby wi?kszey nad 12, któraby ka?d?. z liczb tych 144

156 216, dok?adnie dzieli?a, przeto 12 iest ich naywi?kszym spól?
ny? dzielnikiem.

L-waga. Poniewab iedno?? dzieli dok?adnie ka?d? liczb?, przeto
liczba l iest spólnym dzielnikiem wszystkich liczb.

7. Je?eli dwie lub kilka liczb ca?kowitych nie maj? ?adnego
innego spólnego dzielnika prócz iedno?ci, na ten czas liczby te

zowi? si? pierwszerni: mipdzy sob?; i tak liczby 7, 15, 35, 36, s?
liezbami pierwszemi mi?dzy sob?, bo nie masz ?adney liczby prócz
iedno?ci, któraby ka?d? z liczb tych razem uwa?anych dok?adnie

dzieli?a. -

Uwaga. Le?eli mi?dzy liczbami danemi znayduie sie liczba

pierwsza bczwzgledna nie b?d?ca pozosta?ych liczb dok?adn-y-m
dzielnikiem, na ten czas liczby te razem, uwa?ane s? piertvszemi

mi?dzy sob?: np: 9, 11, 28, 35, Sir liczbami piecwszemi mi?dzy
sob?, bo mi?dzy niemi znayduie si? liczba pierwsza 11 niedziel?
ca dok?adnie liczb 9, 28. 35, - Je?eli za? liczba ta pierwsza
bezwzgl?dna dzieli pozosta?e liczby dok?adnie, na ten czas liczby
te razem uwa?ane nie s? pietwszemi mi?dzy sob?, bo liczba

ta pierwsza bezwzgl?dna dziel?c dok?adnie i siebie sam? iest

spólnym dzielnikiem liczb danych: i tak np: liczby l J, 55, 77,
121, 363, nie sil' pierwszemi mi?dzy sob?, bo liczba pierwsza
11. dzieli pozosta?e liczby 55, 7'7, 121,363, a tern samem iest

spólnym dzielnikiem liczb danych.
Dwie liczby pierwsze bezwzgl?dne s? pierw szemi mi?dzy

sob?: a zt?d tez
.

Le?eli mi?dzy liczbami danemi znaydui? si? dwie liczby
pierwsze bezwzg1v1ne, na ten czas liczby te dane s? pier
wszemi mi?dzy sob?.

Wszystko to wyp?ywa wprost z poprzedzaj?cych Definioyi,

8. J ez.eli liczba V iest podzieln? przez liczby A, B, C, D, •••

na ten czas liczba
-

V zowie si? spoina wielokrotno?ci? albo' ina

czey spoino. dzieln? liczb A, B, C, D, .••• ,. up: liczba 24. iest
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spóln? wielokrotno?ci? liczb 2, 3, 6, bo liczba ta iest przez ka?d?
z liczb 2, 3, 6, dok?adnie podzieln?:

Je?eli za? kaida z liczb V, VI' V:l,. Vs, .••

:.
iest podzieln?

przez liczby A:, B, C, I?,..... ?
liczba V

Ies? naymnieysz?
z wszystkich Iiczb ca?ko witych ,

ktore s? dok?adnie przez licz

by A, B, e, D, ...•• podzielne, to na ten czas liczba V zowie si?
naymnirfysz? spólnq wiclokrotnoscic albo naymni?yszq spolnq

dzieln? liczb A, B, C, D, •.•.. i tak np: liczby 60, 120, 180,
240, 300, 360, s? spólnemi wielokrotno?ciami liczb 6, ] 0, 12, 15,
ale poniewa? nie ma hdney liczby ca?kowitey mnieyszey od

60, któraby przez liczby dane 6, 10, 12, 15, dok?adnie by?a
podzieln?, przeto 60 iest ich naymnieysz? spóln? wielokrotno?ci?.

TWIERDZENtA PRZYBRANE.

9. TWIERDZENIE l. Jloczyn summy ilukolwiek: liczb cal.

kor,vitych A, B, C, D, czyli liczby A+B+e+D+...... przez

liczb? ca?kowit? ?
równa si? summie iloczynów, które wyni

kaio z pomno?ema :- osobna ka?dey z liczb A, B, C, D, .•••.

przez liczb? m, to test

[A+B+e+D+ ..•... J m==Am +Bm+Cm+Dm+. ; •..•

bo wed?ug .Definicyi mno?enia iloczyn zamyka w sobie tyle razy

mno?n? ile mno?nik ma W sobie iedno?ci, przeto

[A+B+C+D+ J m = (A+B+C+D+ )
+ (A+B+C+'D+ ) ,

+ (A+B+C+D+ )

+ ' i tak m razy,.

czyli zbieraj?c osobno A, osobno B, osobno e
?

i t: d: b?dzie
[A+B+C+D+ ... ] m=Am+Bm+Cm+Dm+ ••• (1)C: b: d: ok:

10
.. Nazwawszy liczb? m przez A, a liczby A, .E, C, D, · •• 1.

przez m, n, o, p, q, ..••. otrzymamy podobnie
[m+n+o+p+q .•.. J A_mA + nA + oA+pA+qA+ ..... (2) ..

11. WNIOSKI. W n. 1. Poniewaz pod?ug równania ( 1 )
[A+B] m=Am+Bm,

wj?c k?ad?c ?+B=C, a ztqd B=C-A" b?dzie
\

•
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Cm=Am+(C-A}. m, czyli (?-A)m=Cm-?m.: •.•• (3)
to iest: Jloczyn ro?nicy: dwoch. liczb ca?kowity-eh. C i A przez
liczb; ?rzeci,? m równa, si? ró?nicy, dwóch iloczynów, z których
ieden cest iloczy nem. lLCzby od ktor?y drug? odeymowa? ma

my t: i: C, przez liczb? t? sam? m , a drugi ie?t iloczynem li

czby, któr? odey mowac . mamy t: i: A przez t? sam? liczb?
trzecia m.

Jezeli<w równaniu (3) za?o?emy A=a+b+c+d+ ••••• ; ••••

C==-+.s + 'Y + J' + otrzymamy równanie

[?+,G+'Y+?+ .•.. -a-b - c-d- ••.. J. m==(-+,G+'Y+?+ )mt( 4)
-(a+b+c+d+ )mj

12. Wn: 2. Je?eli w rownaniu (2) po?o?emy m=n=o=

i liczb? tych?e nazwiemy przez k: otrzymamy
.

(m+m+m+m+ .... +m). A =m.A + m.A + .... +m. A
k . k

czyli (k. m.) A == K. (m A).
t: i: Iloczyn iest ten?e sam czyli liczb? dan? A ro zmno?eniy

przez liczb? m, a ziqd. dopiero wy nikaiqcy: iloczyn rozmno?e.

my przez liczb? k, czyli te? wprost liczb? A rozmno?emy przez

iloczyn dwóch liczb kim.

13. Wn: 3. Jeieli w równ: (1) po?ozem y A=B=C==D=

. : .... i liczb? tych?e ilo?ci A, B, C, • • • . •. za?o?emy == K, na

tenczas otrzymamy.

[A+A+A+ ...... +AJ. m=Am+Am+Am+ •••.•. +Am
k k

czyli (k. A.) m == (Azm k.
.

t: i: iloczyn zostaie ten?e sam, czyli my liczb? A rozrnno?em.y

przez
Iiczbe k, a ziod. dopiero wy nikaiqcy iloczyn przez licz

b? m, czyli te? rozmno?eniy naprzód liczb? A przez liczb? m,

a ztqd. dopiero wynikai?cy iloczyn przez liczb? k.

111. W równaniu ostatniern czyni?c A = l b?dzie
km = m k:

to iest: iloczyn dwoch. liczb zostaie ten?e sam, w iakimkolwiek

porz?dku liczby te przez siebie mno?em.y : prawda ta wa?na

stcsuie si? i do iakieykolwiek liczby czynników, i tak gdyby?my



mieli dane trzy ttynniki k, m, n, natenczas, ze

kmn == mkn zxzrnnk = nkm == nmk = knm.

bo drugi iloczyn równa si? pierwszemu wed?ug prawdy dopiero
co udo wodnioney dl? dwóch czynników m i 1;;; iloczyn trzeci

mnk równa si? drugiemu mkn wed?ug n: 13, czwarty trzeciemu

pod?ug prawdy udowodnioney dla dwóch czynników, pi?ty
czwartemu wed?ug n: 13. i t: d: a zt?d wszystkie te iloczyny

s? równe mi?dzy sob?, Podobnie, mai?c prawd? t?, iuz udo

wodnion? dla trzech czynników, dowodzimy i? dla czterech •

• • ? i t: d: czynników; krótko mo wi?c dla uogólnienia tey prawdy
do?? iest wskaza?, ze gdy prawda ta s?ui,y dla (a) czynników,
na ten czas ma ona mieysce i dla (a+ l) czynników, bo zta d wnie

siemy, ze ie?eli ta pra wda ma mieysce dla dwóch czynników, ma

tez rnieysce i dla trzech, a mai?c mieysce dla trzech ma tak?e

rnieysce i dla czterech .•. i t: d: czynników.
Na okazanie tego niech tymi (a+ l) czynnikami b?d? czyn

niki k; m, n, .... q, 1", s, p oriie wa? prawda ta ma mieysce dla

(a) czynników, p?,ze.to, ?ozemy czyn?iki k, ": n, •.. q"r, co do

mieysca swego zrmemac, l to ty?ee ra.zy l.le r?zy SI? to da, a zt?d otrzy
mane iloceyny b?d? te

sa?e; l?zeh wIl[c ?loczyny te równe mi?dzy
sob? rozmnozemy przez iedn? l te sam? liczb? s, na teu czas i ztad

powstaj?ce iloczyny b?d? takZe równe, a tym sposobem otrzym?_
my wszystkie iloczyny r. (a+ 1) czynników, których ostatnim czy

nikiem, iest liczba s. ie?eli teraz uwa?a? b?dziemy, ze wed?ug O; 13.

(krnn. ••••• q) rs zzikrnn •••• qsr
i zamienia? b?dziemy (a) czynników k, m, n ...••. q, s, na ten czas

otrzymamy iloczyny z (a) czynników równe, które znowu r oz

mno?one przez iedn? i t? sam? liczb? 1". dadz? nam wszystkie
z (a+ J) czynników iloczyny równe czynnik r za ostatni mai?ce:
gdy znowu

krnn. .• ,. qrs=kmn ... , •• rsq zizkmn •••••. rsq,

przeto co do ostatniego wyrazenia podobnie iak wy ?ey rozurnui?e,
otrzymamy [iloczyny z (a+ 1) czynników równe, liczb? q za ostatni

czynnik mai?ce i t: d: a zt?d bior?c za czynnik ostatni coraz dal.

szy od ko?ca czynnik iloczynu kmn ..••.• qrs z (a+ l) czynni
k6w, i zmnieniai?c mieysce a czynników otrzymamy wszystkie
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? iloczyny z (a+ I) czynników rozne co do mieys?a swych czyn

ników, lecz-co do wa?no?ci równe: Co' by?o w?a?nie do okazania:

15. TWIERDZENIE 2. Iloraz Summy ilukolwiek liczb cal ..

'kowitych A, B, c, D, E, " .... przez liczbe ca?kowita d równa

.

sif summie ilorazów, które otrzy muiemy: dziel?c osobrus ka?do.

z liczb A, B, C, D, •. ;.; •. przez liczbf d; t: i: /'
A+B+C+D+.... .... A B C D

+
.

d =d+;r+d+d
......

?
...

h: •.
A

QB
C D,

o lezeh
d

=

d
=

? d
=

? d
=

? .

-

b?dzie A:=dQ B:=dQ C==dQ D:=dQ ••.••• ;.:

125

dodai?c strony odpowiadai?ce tych równ?? b?dzie

A+B+-C +D + -? = dQ+dQ +dQ +dQ+ .

/ _' l 2 5

czy li wy??czaj?c po drugiey stronie spólny czynnik d za nawias"-

A + B + C + D + = d [Q. + Q + Q + Q + ],
,

l 2 5

a zt?d dziel?c obydwie strony przez d otrzymamy

A+B+C+D+
+'

,

d
::::Q Q+Q+q+ .....

1 " o

cz)li 'podstawiaj?c wa?no?ci na Q, Q, Q, Q, .•••••

2 5

A+B+C+D+ .... A B C D.
'

.

d
-

==

d +
d

+
d

+
;r + ... (1 )c:b: d: ok:

J
'

Uwaga. Tutay trzeba uwa?a? , ze liczby Q, Q, Q, ••••.•

l 2

s? w ten czas tylko liczbami ca?kowitemi, gdy ka?da z liczb

A, B" c, D, •••• •. iest osobno podzielna przez d; W innym, za?,
przypadku liczby te s? u?amkowemi, lub mieszanemi

,
a W ·0-

gó1no?ci liczbami kszta?tu i + ?
gdzie r<d.

d,

3.

,/ ,

.
,
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16. WNIOSKI. Wu: l. Poniewa? wed?ug o: 15.

A+B?A'+?
'd =» d

przeto' k?ad?c A + B= C, a zatem B= C-A otrzymamy,
,

C A C-A

d=cf,+d
C-A C A

czyli d
;::= d

-

d

t: i: iloraz ro?nicy dwóch liczb C i A przez liczb? trzeci? d

równa si? ro?nicy' dwóch ilorazów, z których ieden wynika z po

d:.ieZenia liczby C od któn!y mamy odeymowa? przez t? licz

t7? trzeci? d, a drugi z podzielenia liczby A; któr? odci?ga?

mamy przez t? sarn? liczb? d.
'

Gdy C =_ +.e +" + t + .... T •

a A=a+b+c+d+ •••. ,

na ten czas mamy

[,,+.s+,,+?+ ... a-b-c-d- ..

o) ,,+?+?+d'+ ....

?
I

d.
,

(
-

d
-

, ,a+b+c+d+ .. ,

--

d

17. Wn: 2. Jezeli w równaniu (1) n: 15 po?ozem y

A=B = C=D=-:: •••.•• a ?iczh? tych ilo?ci nazwiemy przez k
,

na ten czas otrzymamy ,

A+A+A? ...... + Ak_A +A +
A

+ ..... +A ..

d d d d

kA A
czyli =r=s «

t: i: iloraz iest ten?e sam czyli my liczb? dan? A, rozmno?e

my przez liczb? k, Q ?t?d wr,nikai?cy iloczyn podzielemy

, I

I

,
.
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przez' liczb? d, czyli te? podzielemy wprost liczb? A przez

liczb? d, a ztqd wyniIJai?cy iloraz rosmno?emy przez liczb? k. (b)

18. TWIERDZE.;l?IA WZGLEDEM SPÓLNYCH DZIEL

?UKÓW i SrÓLNYCH WIELOKROTNO?CI, CZYNNIKÓW

PEWKEY LICZBY; JEY DOK?ADNYCH DZIELNIKÓW i t: d:

Poniewa? kaida liczba z?ozona nie tylko przez iedno?? i przez

siebie sam? iest podzielna, ale dzieli? i'l takie musi i inna liczba

ca?kowita po?rednia mi?dzy iedno?ci? i ni? sam?, bo inaczey nie

by?aby z?o?on?, ale tylko Iiczb? pierwsz?, przeto ?atwo spostrzec

uwa?aiac równania pierwsze W n: 3, ze zawsze mo?ua dobra?

dwie li?zby takie któreby przez siebie rozmno?one wyda?y liczb?

dan?; z któremi to liczbami ie?ell z nich znowu iedna, lub oby

dwie s? z?ozonemi, podobnie daley post?pul?c doszliby?my do te

go, ze dla k a?dey liczby z?ozoney mo?na wynale?? liczb kilka, a

nayrrmiey iuz dwie ró?ne od jedno?ci i od niey samey , których

iloczyn równa si? liczbie daney : zadanie trudni?ce si? naznacze

niem tychze liczb, które zo wia si? czynnikami liczby daney, zo

wie si? roz?o?eniem. liczby dandy na czynniki; a wszczególno
?ci gdy w zadaniu tern warunek ten ieszcze za?oiemy, a?eby czyn

niki by?y liczbami pierwszemi bezwzgl?dn?mi , zadanie to zowie

si? roz?o?eniem liczby daru?y: na Jdy czynniki pierwsze, które

ze dla ka?dey liczby z?ozoney ma mieysce przekonamy si? udo

wodniwszy nast?pui?c? prawd?.

( b) Wszystkie te prawdy tutay od nro 9 dl> 12 dla liczb ca?kowitych udowod

nione mai? .

takie mieysce i dla liczb iakichkolwiek ,
ale pod tym wsgl?dem

\1wa:1all.e me nalei? do naszego pilima.

/
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19. TWIERDZENIE l. Ka?da liczba z?ozona (dana, a za

tem sko?czona) da si? roz?o?y? na same czynniki pierwsze
wieksze od iednoscl-

c

Niech b?dzie liczba A z?otona, ros?o?onq na czynniki iakie

kol wiek M, N, P, ..••• o czyli niech b?dzie
A=MNP . '.0 ••

na ten czas, ieieli czynniki te s? liczbami pier wszerni bez

wzgl?dnerni, to twierdzenie za?o?one iest iuz udo wodniouern: ie

zeli, za? czynniki' M, N, P, ••••.• i t: d: nie s? liczbami pier
wszemi bezwzgl?dnemi, a przynaymniey nie 'wszystkie z nich, to

na ten czas mo?emy pozosta?e czynniki z?az one dale y na czyn-

I

niki roz?ozy?, tak ze
.

M=m m' m' •••
/
•••

N=n n' n" .

:P=p p' p" 0' ••• "

i t: d:
r

a st?d oczywista ze

A=mm'm" nn'n" pp'.p" .•....

k
'

'\
' . ? 1/ , II I II

• fi

l'tore to l 05Cl m, m, m, ••.•.. n, n, n, .,., •. p,p, p, , .. ,., reze l s?

liczbami pierwszemi dowodz? nam za?o?onego twierdzen ia, ie?eli za?

nie to trzeba znowu daley czynniki dozone rozebra?, a to dot?d

dopóty nie prz.yidziemy do samych czynników pierwszych, co konie

cznie nast?pi? musi, bo inacaey liczba A z za?o?enia sko?czona

mia?aby niesko?czenie wiele czynników wi?kszych od iedno?ci,
a tern samem by?aby niesko?czenie wielk? (c), co si? sprzeciwia
za?ozeniu; ka?da zatem liczba z?o?ona i t: d: o , ,. c: b: d: ok:

?c) Rozumiemy przez liczh? uieskouczenie wielk? liczb? tak?, które}' Warto?? iest

wi?ksza od wszelkiey liczby naznaczcney, a tem sernem wi?ksza od kaidey licz

hy daneJ.
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Uwago- Poniewa? ieden i ten?e sam czynnik: mo ze dwa, trzy
i t. d. razy wchodzi? w sk?ad liczby z?ozoney, st?d kaZda liczba

z?o?ona na czynniki pierwsze rozebrana iest tego kszta?tu

A == a" b? cr do •••

gdzie a, b, c, d .... s? liczbami pietwszemi bezwzglednemi, a Ol, ?, ')1',3',
••. s? liczbami iakiemikoltviek ca?kowitemi, -

20. TWIERDZENIE 2 Je?eli liczba m iest 'spólnym dzielni.

kiem. dwóch liczb A, i B, na ten czas liczba ta m dzieli dok?adnie

tak summ? A + B lako i ró?nic? A- B:

A_ +
B

A+B:bo wed?ug n: 15. mamy
m m m

A _A-B.A
a wed?ug n: 16. - - _-o

m m m

poniewa? W wyrazeniach tych liczby A: m i B: m s? z za?o?enia

liczbami ca?kowitemi, przeto tez i (A + B): m tudzie? (A - B): m

musz? hyd? takie liczbami ca?kowiremi inaczey bowiem by?aby
liczba ca?kowita równa liczbie rzeczywi?cie u?amkow?y , co byd?
?ie mobe

, zt?d przeto tak A + B iako r A - B wed?ug n: 3 iest.

dok?adnie podzielnem przez liczb? m. c: b: d: ok.

21. WNIOSEK. Dla teyze samey przyczyny, ie?eli liczba m

iest spólnym dzielnikiem ilukolwiek b?d? liczb Ar B, C, D, na ten

czas liczba ta m iest taHe dok?adnym dzielnikiem i summy liczb

tych', to iest liczby A + B + C + D + ... -;.

bo gdy wed?ug n: ] 5.

? + ? + S + E + .... =

A + B + C + D + .....

m m·m m m

a liczby A: m, B: m, C: m, D: m, ; •• s? z za?ozenia ca?kowite b?dzie
tez i liczba (A + B + C + D + ... ): m liczb? ca?kowit?: a tern

samem podziel0"l przez liczb/m; c: b: d: ok:
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22. TWIERDZENIE 3. Ie?eli summa dwóch liczb A i B to

iest liczba A + B, i iedna z nich np: liczba B iest podzielna przez

liczb? m, na ten czas .i druga liczba t: i: liczba A iest tak?e po-

dzieln? przez t? sam? liczb? m: bo skoro w wyrazeniu
.

A+?=A+B
m m m

liczby (A + B): m i B: m s? liczbami ca?kowitemi z za?o?enia, to

i liczba A: m musi bydi liczb? ca?kowit?, bo gdyby Iiczba ta nie

by?a ca?kowit? ale .u?alllkow?, na ten czas liczba (A + B): m by
?aby liczb?' u?amkow? iako summa liczby ca?kowitey i liczby ?a

mancy, a ze liczba ta (A + B): m nie mo?e .hydz u?amkow?, po

niewaz z za?o?enia iest ca?kowit?, przeto tez i liczba A: m nie

mo ze byd? u?amkow? , ale byd? koniecznie musi liczb? calko witq

c: b: d: ok:

23. Podobnie rozumuiac co do wzoru
•

C-A C A

--_.=:---
m m m

przekonamy si?, ze; ie?eli z trzech liczb C, A, i C -A, z których
dwie C i A s? do odey mowania dane, a trzecia C - A iest

wypadkiem z odiecia tych?e ,
dwie które kol wiek z osobna uwa

?ane s? dok?adnie podzielne przez liczb?' ca?kowit? m, na ten

czas i pozosta?a trzecia iest tak?e przez liczbp t? m podzieln?.

24·0' TWIERDZENIE 4. Je?eli liczba m b?d?c spólnym dziel ..

nikiern ilukolwiek liczb A, B C, D, ••• nie dzieli dok?adnie liczby
M, na ten czas liczba ta m nie dzieli tak?e .dok?adnie i

summy
A + B + C + D + .... + M: albowiem wed?ug n: 16

mamy
A + B + C + D + .... + M

-:;::;A +?+?+ .... +
M

1'ft m m m m,

,

a .ze z:.za?oZenia liczby A: m, B: m, C: m, S'l liczbami calkawitemi,

.
'
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a liczba M: m iest u?amkow?, przeto strona druga iest liczb? u?am ..

kowa a tern samem i pierwsza musi bydi takie u?amkow?; a zt?d
.'

wed?ug n: 3 summa A + B + C + D + .... + M nie iest po-

dzieln? przez liczb? m: c. b: d: ok:

25. Podobnie rozumuj?c przekonamy si?: ie ie?eli ieden z trzech

wyrazów w dzia?aniu odey mowania zachodz?cych iest podzielny

przez liczb? m, ale l'\'yraz drugi nie iest podzielny przez t? sa

m? liczb? m, na ten czas liczba ta nie dzieli tak?e dok?adnie i po ....

zosta?y trzeci wyraz.-

26. TWIERDZENIE 4. Je?eli liczba A iest podzielna

przez lic zb? m, na ten czas teZ i ka?da wielokrotno?? liczby A,
t: i: liczba n A, gdzie n iest liczb? ca?kowiiq , iest tak?e 'podziel
na przez liczbe m:

c c

bo iezeli A: m = q == liczbie ca?kowi b?dzie tez na mocy tego pe-

wnika, ze d wie ilo?ci równe roemno?one przez iedn? i t? sam,!

liczb? trzeci? dal? iloczyny równe

A
n,-= nq,

m

czyli n a mocy tego, ze wed?ug n: l?

A nA
n-=

m m,

nA
l' b' ?k

.,

.

b d- =
nq = ?CZ re ca owrtey co : o ok:

m,
l

27. TWIERDZENIE 6, Le?eli liczba m iest spólnym dziel

nikiem Dzielney A i Dzielnika B, na ten czas liczba ta m iest

tak?e dok?adnym dzielnikiem i reszty R, do którey dochodzimy

dziel?c liczb? A przez liczb? B?

J?oniewaz wed?ug ni 3.' A:::; Bi + R
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przeto dziel?c ca?e to r?wnanie przez m. b?dzie
A

Bi+
H.

-=- -

m ni m

w wyrazeniu tern A: m, iest liczb? ca?kowit? z za?ozenia, Bi: m iest

takze liczb? ca?kowit?, bo gdy B z za lo? enia jest podwielnem przez

m, przeto wed?ug n: 26 i wielokrotno?? Bi iest podzieln? przez

m, 'a z t?d Bi: m = liczbie calkowit?y ; ,a gdy A: m i Bi: m s?
liczbami ca?kowitemi musi tez wed?ug n: 22 i H: m hyd? liczb?
ca?kowit?, czyli musi reszta H hyd? podzieln? przez liczb? m,

c: b: d: ok:

.

28. -WNIOSEK. Z twierdzenia tego wynika, ze ie?eli dwie

liczby A i B maio spoinego dzielnika, to ten nie rno?o byd?

wi?kszy od reszty H, z podzielenia A przez E w za?o?eniu ?e

A> B, H'ynikaiqcey: ho spólny dzielnik liczb A i B ,wed?ug
twierdzenia dzieli? dok?adnie powinien i reszt? R, a zt?d nie mo?e

byd? wi?kszy od niey ,
bo wed?ug n: 4 liczba wi?ksza nie mo?e

hyd? dok?adnym dzielnikiem liczby rnnieyszey,

Podobnie rozumui?c iak w n: 27 przekonamy si?: ze ie?eli

liczba m dzieli dok?adnie dwie którekolwiek z tych trzech ilo?ci,

Dzielney, Dzielnika. i reszty, na ten czas liczba ta m iest dok?a

dnym deielnikiem i pozosta?ey: trzecie y
- a ztqd. tak?e ie?eli

reszta I?. dzieli dok?adnie dzielnika E, na ten czas dziel?c tak?e

1. 'siebie sama, dzieli? koniecznie musi i Dzielna A.
< •

30. TWIERDZENIE 7. Je?eli liczba m dzieli dok?adnie

iloczyn dwóch liczb A i B czyzt liczb? AXB, a iest liczb? pier

wsz? wzgl?dem A, na ten czas liczba ta m dzieli? dok?adnie musi

czy?nika drugiego t: i: liczb? B. Przypu??my howiem ze A> m,

na ten czas gdy A nie iest podzielnem przez m, mamy wed?ug n: 3
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A = m i + R gdzie R <In:

mno??c cale to wyrazenie przez B, a dziel?c przez rri
ott'zymamy

AXB::=Ei+
R.B

In 11'1,

z równania tego wyuik a, ze, gdy AB:m z za?o?enia iest liczb? ca?-.

ko wita, i Ei + (HE): m musi byd? liczb? ca?kowit?; a ze Bi iest

iuz liczbil cal ko wit? , wi?c i liczba (RE): m musi hycli tak?e liczb?

ca?kowit?, czyli RB musi hycli .podzielnem przez liczb? m; bo'

inacz?y hy?aby liczba ca?kowita równa liczbie ulamkowey, co by d?

nie mo?e, 1 e?eli teraz ltJ, podz.ielemy przez R, na ten czas, gdy m

nie iest podzielnem przez. R, otrzymamy w ogólno?ci
m = R f + Rg ?dzie R2<R

la mno??c ca?e to wyra?enie przez B,i dziel?c przez m otrzymamy

mB RBi, BiB,

m m +-;;;
poriiewa? w równaniu tern liczby mB: m:=:B, i(RBi?):m==[(RB)irJ :m'

wed?ug, n: 26, s? liczbami ca?kowitemi, przeto tez i B.?n: m musi

hyd? liczb? ca?kowit?, czyli R
..

B musi bydi podzielnem przez m .

.

Je?eli do iloczynu R2B zastosujemy to samo rozumowanie,

którego?my u?yli do iloczynu RB, na tenczas przekonamy si?, ze

podzielno?? iloczynu AB przez liczb? m prowadzi nas do podziel-

no?ci iloczynów RB, R2B,R3B, R4.B, .... ;. a gdy Rt> R2> Rl>

R4 •••••
, aR, l

I ,
•

?
•• s? Iiczbamii ea?kowitemi, przeto konie-

cznie doydziem pewnego fi" = l, a ztad wniesie?y, ze i lXB

czyli samo Bies podzielnem przez m c: b: d: oka:

To samo dowodzenie ma tak?e mieysce, gdy A" m, z t? tylko
. róinic?, i? na ten czas zaczynamy od podzielenia. liczby m przez

liczb? A, czyli od równania m= Ai + R i dziel?my daley A.

przez R;, RI przez R •. " . i t: d: iak wJzey.-

4
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Uwaga. W tern twierdzeniu trzeba pami?ta? , azeby liczby A'

.i m, by?y liczbami pierwszerni mi?dsy sob?, ho gdyby warunek

ten nie by? zachowany, twierdzenie to by?oby fa?szy wem , albo.

wiem mog? byd? d wie liczby takie, których iloc?yn iest podziel

ny przez liczb? trzeci?, chocia? zaden z czynników nie iest podziel

ny przez liczb? t? trzeci? np: liczby 6 i 15 rozmr.o?one
pr?ez sie

bie dai? na iloczyn liczb? 90 podzieln? przez liczb? 10, chccia?

?aden z czynników 6 i 15 nie iest podzielny przez liczb? 10.-

31. TWIERDZENIE 8. JeZeli liczba pierwsza bezwgledna
m dzieli dok?adnie iloczyn dwóch liczb A i B, czyli liczbf AB_
na ten czas liczba ta m dzieli koniecznie iedne'go z czynników
,A i B: bo ie?eli liczba pierwsza bez.wgl?dna m. nie dzielj liczby'
np: Bina ?en czas dwie te liczby wed?ug n: .7 s? liczbami pier-,
wszemi mi?dzy sob?; a zt?d liczba m dziel?c z za?o?enia iloczyn
AB, i b?d?c pierwsz?. wgl?dem ?zynnika B, dzieli? koniecznie musi

we.dlug n: 30 czynnika A: c: b: d: ok:

32. WN lOSKI: Wn: l Je?eli liczba pierwsza bezwzglfdna m.

iest dok?adnym dzielnikiem liczby' A·, a w ogólno?ci liczby A"
,

gdzie n iest liczb? ca?kowit?, na ten czas .liczbq, ,ta m dzieli tak?e

dok?adnie i liczbf A: poniewa? A
2

= A X A, a A I
Z za?o?enia iest

podzielnem przez m, przeto wed?ug n: 31 liczba A musi byd? tak.

?e podzieln? przez m: poniewa? AJ?A2 XA, a Al zza?ozenia iest

podzielnem przez m, przeto albo A albo A ?
wed?ug n: 31 musi

byd? tak?e podzielnem przez m, a ze podzielno?? liczby AY przez

Iiczb? m, zalezy od podzielno?ci liczby A przez t? liczb? m, przeto

gdy A 3 iest podzielnem przez m, i A musi hyd? podzielnem .przez
m:

.

rozumowanie to stosuiqe do A ?, AS, •••• pr:li.ekonamy si? ie

j,e?eli ticzba .», i t: d: 7 c; b: .d: ok!
.
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33. Wn: 2.- Je?eli liczba ca?kowita iakakolwiet: M iest pler
f"S?? Tvzgltdem ka?dego z czynników A i H, na ten czas liczba

ta iest tak?e pierwsz? wzglfdem iloczy rui AB: albowiem, gdyby by la

iaka liczba pierwsza bezwzgl?dna m wi?ksza od iedno?ci któraby
dzieli?a tak M iako ? A B, na ten czas liczba- ta m musia?aby wed?ug

r?.: 31 dokladnie dzieli? albo li?zh? A, albo liczb? B; a' zt?d dzieli?

by musia?a liczby M i A, lub liczby 1\1 i B co byd? nie mo?e, bo

liczby te s? z zalozenia pierwszemi mi?dzy sob-? ? a zatem i to

byd7, nie mo? e , azeby liczba M daiel i?a i?oczyn A B: c: b: d. ok:

Zt?d tak.?e wynika: l Je?eli ka?da z liczb a, b, c, d, ..... iest

pienvsz? wzgl?dem liczb A, 13, C, D, na ten czas i iloczyny abcd ... w

i A, B, C, D .•.. s? pierwszemi mi?dzy sob?: 2re Jdeli dwie liczby

a, b, s? pierwszemi mi?dzy sobo, na ten czas? i pot?gi z tych liczb

s? pierwszemi mi?dzy sob?,
'

34. Wn: 3.l.deli liczba A iest iloczynem czy?ników a, b,cJ

d.... na ten czas liczba A zamyka .koriiecznie te same tylko czyn

niki pierwsze, ktor? wr:hodz? w sk?ad liczb a, D, c, d,. " :'bo gd? by
liczba A zamyka?a inny iaki czynnik pierwszy np: m, na ten czas

liczba ta A = abcd .•. by?aby wielokrotn? liczby m, a tern samem

rnusia?'aby byd? podzieln? przez. t? liczb? m, to iest musia?oby byd?

A abcd •. .,

l'
1..'

?kowi bd"
•

b.-:. = rczme ca owitey, co y z me moze
,

o

m m

liczba m 'nie dziel?c zadnego z czynników a, b, c, d, ••• , nie mo?e

podzieli? i iloczynu obcd. • ", a zatem i to byd? nie mo?e
, azeby

A by?o podzielmlm- przez m, czyli a?eby liczba m by?a czynni
kiem liczby' A: co?my powiedzieli o liczbie m, to samo rozumie

si? i o ka?de y inney liczbie pierwszey ro?ney od czynników pier

wszych liczb a, b,c,d, •. ,
, zt?d ka?da liczba, kt?rey czynnikami s?

liczby a, b, c, d, .•. nie mo?e zamyka? w sobie innych czynników pier ..

wszychnad te, które w.ch.odza W sk?ad tych?e czynników a,b,c,d, •• o'

I.
III

4.

-
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?{5 W n. 4. Liczba A, n' któr? wchodzi czynnik pierwszy a

wyniesiuny do pot?gi" nic mOZG byd? podzielna przez lr samo.

lirzbr pierwsze f\''j'niesiun? do pot?gi m wy?sze-y od ", bo gdy
liczba A == a' bt'cr .••..• by?a podzieln? Plzez a'" W zale?eniu ze

m> ..
,

na ten czas k?ad?c: m='" + x by?oby.
arbter. . . . arb JCr b,1cY. . . .• .

.. . ,

---
-

--
-

"
= liczbie ca?ko witey , co wed?ug'

a'"
-

a'+><
-

a

n: ;?4 b. d' nie moze, a zt?d i to hyd? nie mo?e, a?ehy liczba A,

w któr? wchodzi czynnik picrwsz y a wyniesiony do pot?gi" by?a
podzieln? przez t9 sam? liczb? pierwsz? wY,niesion? do pot?gi m

w y?szey od " c: b: d: ok:

36. Z d wóch poprzedzai?cych wniosków i Twierdzenia 19o

wynika, ze ko: Ja li tzb« z?o?ona A nie mo?e byd? roz?o?on?
na czynniki picnsvezc, iak tylko iedny m i tym?e samym spo-

sobem.'
.

37. TWI?R )ZENIE 9. Je?eli liczba A iest podzielna przez

liczb? z?o?on? B, na ten czas kazdy czynnik pierwszy liczby B

dzieli tak?e dok?adnie i licz.b? li: ho ie?eli B = m X C, gdzie m iest

liczb? pierwsz?, na ten czas liczba ta B wed?ug n: :3. iest po

dzieln? przez m i przez C; a gdy A iest podzi;lnem z za?o?enia

przez B, a tern samem iest wiclokrotnern wzgl?dem B, przeto tez

liczba A wed?ug n: 26 iest podzieln? przez liczb? m; c: b: do ok:

38. TWIERDZENIE 10. Je?eli liczba A iest podzielna przez

ka?d? z liczb picrtvszych. miFdzy sob? a, b, c, d,...... na

ten czas iest te? podzieln? i przez ich iloczyny ob, a:c, C)d,. ' ••

be, bd t •••• abc, abd
,

acd ..... bo gdy liczba a dzieli dok?adnie

liczb? A, przeto A= aq, gdzie q iest liczb? ca?kowit?lf a te i licz

bp b dzieli tak?e liczb? A = aq, ale nie dzieli liczby a, wi?'! '

, .
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wed?ug n: 30 dz.iel i? musi czynnika q, a zt?d q=bq', gdzie ?

ie,st z?tem A ==.aq==. ab q' czyli A: ab ==. q' ==.liczbie ca ?k o witey,

czyli liczba A iest podzielna przez ilocr.yn ab: podobne rozumo

wanie stosui?c do liczb c, d; •... przekonamy si?, ze idea liczba

A iest .... i t: d: c "b: d: ole

39. WNIOSEK. J ezeli zalo?erny ,ze liczby a, b, c, d, ••..•

's? Iicz.bami pier wszerni bezwzgl?dnerni , a tern samem pierwszemi

mi?dey sob?, na ten czas z twierdzenia tego wyp?ywa wprost
i nast?pui?ce: Le?eli liczba A iest podzielna przez liczby pier
H's?e bezwzgl?dne a, b, e, d, . • • • . .. na ten czas iest te?

podzielna i przez ró?ne iloczyny z tych?e " a ie?eli IV sk?ad

liczby A wchodz? liczby te pierwsze podniesione oripowicd nie

l "t Te' A-' (Cbr1 "d,J t l"i' o poteg ot, {3, ", o, .. " a' ze - a CI •••• na en czas iczba

ta test. -tak?e pudzielna przez a, a'?, a\ a+, ..•. aa, to samo co do

b, co do C, •••• i t: d:; iest tak ?e podzieln? przez ab, ab2, ab+, .•..

a'ilb, a+b, .... i t: d:.bo gdy a, b, e, d, .... s? liczbami pierwsze mi

be,zwzgl?dnemi, a tem samem pierwszemi mi?dz y sob?, b?d? tez

i wed?ug n: 33 pot?gi z nich i rózne ich iloczyny pierwszerai

mi?d?y sob?, a zt?d teZ b?dzie i, liczba A wed?ug 38. przez te

pot?gi ró?ne liczby a od a do ?U, liczby b od b do b/l, ••••••

i przez
'rózoe te wszystkie iloczyny ab, a'2b, •••• ac, a2t, ....

be b2c b+c ..... i t: d: podzielna.

';; 40. TWIERDZENIE II. Jdeli liczba A mi?dzy sH-'ymi

czy nnikami pierwszemi zamyka VI' sobie ??'szystkie czynniki pier-
.

'Wsze, które H'chodz? VI' sk?ad liczby B, t nadto nie w ni?sz-y ch.

OdpoTviednie potegaci» od tych w iakich czynniki te pierwsze

wehodza n'sk?ad liczby B, na ten czas liczba A iest dok?adnie

podzielr;? przez liczb? B: botie?eli A == 'ambn cP dr e ,
a B = at' cSdt e,

gdz.ie a, b. c, d, e, Sil liczbam,i pierwsloemi,

;/
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a m>r, p >8, q>t, .... na ten czas k?ad?c

ln==r+x, p ==8+Y, q==t+z, .

mamy A = a"'b" ci' dlf e-= ó.N-XbS+geS+?db+%e ...

?. ;

== (ar c' dt e) a%b" cY d" == B arb" cY d":

A
a ztad -

== a"b" C'I d% = liczbie ca?kowitey 'c: b: d: ok r
•

B

Uwaga Twierdzenie to ma ieszcze mieysce gdy

m==p p =8 q== t

ho na tcn czas ilo?ci x, y, z, s? równe zero, a. liczba A padzie ..

loua przez B w ydaie na iloraz liczb? ca ?ko wit? b'", a. tern sa

;lm!Jn licsba ta A iest podzieln? przez B. .

.
'

41. WNIOSKI. W n: 1. Je?eli tylko ieden. z czynników pier •.

wszy ch. liczby B nie znaydu.ie si? mi?dzy czynnikami pierwszy»
mi liczby A, na ten czas i liczba B nie iest dok?adnym dzielni.·

kiem. lir.zby J).-: bo daymy na to ze A=a"'b"c"d? a B-=a"e/dt e,

gdzie a, b, c, d, e .••• s? liczbami pierwszemi, w ten czas liczba e

dzieli dok?adnie liczb? B; ie?elihy wi?c liczba B dzieli?a dok?ad

nic liczb? A, na ten czas wed?ug n: 37 musia?aby liczba A hy?a

podzieln? przez liczb? e, co byd? nie mo?e, bo liczba A nie zamy.·

ka w sobie czyn?ika pierwszego e, a zt?d teZ i to bydi nie
,

mo?e, azeby licizba B dzieli?a dok?adnie liczb? A, co by?o w?a?nie

do okazania.

42. Wm 2. Te?eli. liczba A zamyka TV sobie te same czyn

niki pierwsze co i liczba B, ale ieden. przynaymniey z nich. iest

do 11.i?szey pot?gi podniesiony w liczbie A, ani?eli 'w liczbie B:

n a ten czas liczba ta A nie mo?e byd? podzieln? przez liczb? B,
bo dayrny na to ze A=a?f??"cPd"e a B = arcsd? gd?e ilo?ci a, b,

c, d, e, sfl liczbami pierwszcmi, i nadto ->», na ten czas liczba er
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?egt ,wed?ug n: 39 -dok ludnyrn dzielnikiem liczby B, ktbra gdyby

hy?a dok?adnym dzielnikiem liczby A, wtedy ,i liczba A musia

?aby byd? dok?adnie podzieln? przez c', co wed?ug n; 35 byd?
nie mo?e, bo liczba- «>» z za?o?enia, a zatem i to byd? nie mo

ze, aleby liczba B dzieli?a dok?adnie liczb? A.

43. TWIERDZENIE 12. Je?eli liczby Aj B, C, D, .", ••

i t: d: nie sq dok?adnie podzielne przez pewr..? liczb? m, ale

fvykonywaiqc dzielenia prowadz? do reszt R, BI, R2" o o" ta.

kich, ?e summa ich iesl podzielna przez m, na ten czas, liczba:

ta m dzieli tak?e dok?adnie i summ? liczb A, B, C, D, •
0',0'

ho po

niewaz liczby A, B1 C, D". o s?z za?o?enia pierwszeml wzgl?dem licz

by m przetowykonywai?c naznaczone tutay dzielenia
otrzymamy

A
.

RB. Rr C
. R2 D

o Rl
-::::=i+- :-==lx+-- -==z.?+- -==L3+-",o" ..

Ul-
- m, m m, m in ,

m m

A B

C+D _0+. +0 +' + '+' R+Rr+R,+B3+
azt?d-+-+- -+ ... --.;.z, ?x t2 ?3 "0 .

mmmm ,
rn

czyli wed?ug n: 15
'

A+B+C+D+ l'"
?

_'+' +' +'
.

+ +R+BI:+Rs+R3+
.. o

•
_L ?x ?2 ,L3 ' •

,o
•. -:;;..?-=-..;.

, m m

w któ'rem ostarniem wyra?eniu w Idaimy , ?e podsielno?d summy

liczb A, B, C, D, •. o o i t: d: przez liczb? m zale?y od podzielno
?ci summy reszt R, Ru B;, Ba,' ••. c: p: do ok:

Uwaga- W przypuszczeniu, ze niektóre ? liczb R,Rx ••. s? równe

-

zero, z twierdzenia tego wynika wprost i nast?pul?cer Ie?eli z liczb

A, B, C, D, .• o o niektóre s? podzielne przez .liczb? m, a inne zno

wu nie s? podzielne przez t? liczbj; m, na ten. czas Summa

wszystkich liczb tych A, B, ?, D, •.•.• iest podzieln? przez liczbs:

m, ie?eli summa reszt R, R
I' ... , do których .nas liczby niepo

dzielne przez liczb? m .prowadeo. iest przez t? liczb? m podsietno.



4,L TWIERDZENIE 13.. JeZ el i divie liczby A i B uiepo
dzielne przez liczb? m Pl'Oil'adz? do iedm1y i U!y sarnc'y reszty
Po

I tui ten Czas ró?nica dtvoch. lych liczb icst. podzielna przez li

czbf 171: bo wykony wai?c dzielenie" otrzymamy

A •

+
Th

-:= ? -

m rn

B
. R

-=?x+ -

m In

A B ..

a zt?d
- -

-=?-tx
m rri

l, d? 15
A - B' , .

l' b ca?1.:owitcy iako ró

n: 3 ró?nica A - B

czy l we ug n: := l-lI;.= tCZ ::

m
'

.

znica dwóch liczb ca?kowitych, czyli wed?ug
jest podz ielnq pl'ze? liczbtl.TlL; c: b:. d: ok:.

/15. T·WIEt\DZENIE. 14. Le?eli dwie liczby A i B nicpodziel
ue p,'zez liczbf m prowadze do reszty 1\ i R. tak:ich ,?e ich iloczyn

,

lo ie t liczba RH
l! iest podzielna przez m na ten f' zas i iloczyn

drróch liczb, danych t: i: liczba AB iest podzielna przez licZb?
1lL: albowiem gdy A i B s? pier wsz erni z za?o?enia wzgl?dem liczby
m przeto w J'konywai'lc naznaczone tutay dzielnia , otrzymamy

A
? ;

+
1\

l' '+ R_ .. cZyi A=l In

m n?

A
....-..

+
R?

_l.:t -

m. m.

a zta d
.

AB':=iii mXm·+i, mR+imRr +RRI.

czy l i AB==m [iir m + ir R + iBr] + RRt

a zatem,

"



_

W ostatniern wyra?eni? widzimy,

liczb? m zawis?a od podzielno?ci

liczb? m e: b: d: ok:.

ze podaiel no?? Iloczynu AR przez

iloczynu reszty RRx, przez te
I

?

/ 46. TWIERDZENIE 15. Ie?eli. liczba A iest podsietno przez

liczbe B, a liczba B iest znowu po dzielno. przez liczbe C, na ten

czas i liczba C dzieli dok?adnie liczbe A: ho gdy z za?o?enia'

(A : B) == rn
, (B: C) == n, czy li A == Brn, E == en gdzie rn i n 5,\

liczbami ca?ko wirerni, prz-eto tez A == Bm == Cnm. a zt?d
A

l' b' ?
'

?
C==nm:::::

rez Le ca kowztey, bo m i n: s? ca ?

kowitemi, czy li ze liczba A iest podzielna przez- Iiczb? C; c: b: do (}k:'

47. WNIOSKI. vV n: l. J deI! m. n = n. m. wed?ug n: 14,

pDlozemy równe p, a zt?d A=p. C, ha ten czas poniewa? liczba

ta p, iest podzielna tak przez m iako i przez n, widzimy: ze liczba p

która wskaznie ile razy liczba A zamyka w sobie. dok?adnie liczb?

C, iest podsietne. tak przez licebe m oznaczaiqcq wielokrotno sc

liczby A wzgl?dem B, iako te? i przez liczb? n oznaczaiqco wiele

krotrL???l?czby B wzgl?dem C.-

48. Wn: 2. - Je?eli A b?d?c spólllym' dzielnikiem liczb C, D,

E,... iest pedzieino przez liczbf B, na ten czas: 10 liczba ta B

iest takhe spolnyrn. dzielnikiem liczb C, D, R ...
- 2Q ilorazy

(Cd}) (D: B) (E: B) ,
• " (które sI! liczbami ca?kcwitemi ) s? po

..

dzielne przez iloraz. tak?e ca?kowity (A: B) i nakoniec 3 o ie?eli

liczba A nie równa si? liczbie H, ale iest od nier wifksz? czyli
(A: B» l, na ten czas liczby (C: B), (D: B), (E: B), ••• nie slf
liczbami pietwszemi mi?dzy sob?: bo' gdy z za?o?enia

,

'.
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d
. e

AEDc

;:=m,
czylitu zrez

B
== k,

-=1) .

A
zzz n,

A

E=Ap •.••.• a A:;:: BkD=An,C==Am,

przeto tez

C==Bkm,

C

D=Bkn, E==Bkp •••• a ztad
.

D E
l' b ca?kowitym czyli ze-=kn, -==.kp ..... = tez om

B:=km, B B

liczba B iest 10 spólnym dzielnikiem liczb C, D, E ••.••

2'· ze ilorazy (G: B), (B: D), (E: B), maiqc czynnika spólnego
k: = (A: B) s? tern samem przez tego? czynnika podzielne, a

po 3cio gdy k nie iest równym iedno?ci, ale wi?kszem od iedno

?ci na ten czas ilorazy c: B, D: B, E: B, mai?c dzielnika spólne-,
,

go k: == A: B nie s? liczbami pierwszemi miFdzy sobo;

49. Wn: 3. JeZeli liczba A iest wielokrotn? wzgledem.

liczby B, a liczba B iest spolnq. wielokrotno?ci? liczb C, D, E"..
'

na ten czas i liczba Aie:>t spotnq wiclokrotno?ci?liczb C, D, E, .•..

ho ie?eli A==mB, a B=nC==pD=qE .•.•. gdzie m, n, p, q,

s? liczbami ca?kowitemi, na ten czas

A=mnC=mpD==. mqE ==..... czyli
A A A ,

C
= mn,

D
==mp,

E
== mq .• • •••. == liczb I ca?ko: czy li

ze A iest podzielnem przez C, D, E, ••.• a tern' samem iest wielo

krotnem wzgl<{dem liczb C, D, E, ..••. c: h: do ok:

Z ostatnich równali widzimy tak?e, ?e ilorazy te (A: C), (A: D),

(A: E) ..... w za?o?eniu, ze (A: B)=m> l nie s? liczbami pier:
wszemi ,mi?dzy sob?.

50. TWIERDZENIE 16. Je?eli liczb? A iest epolno tvielo:

krotnoscic liczb B i C, a liczba, która wskazuie, ile razy liczba

•
I

•
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B nIzesCt si? w liczbie A, iest wielokrotn? rvzg19dern liczoy ozna ..

/

czaiqcey wielokrotno?? liczby A wzglfdem C" na ten c zas liczba

C, iest tak?e wielokrotna wzglfdem liczby- B:' bo ie!ieli

A:=mB:=nC, a m=np. czyli m rn zz p,

A mB n.pB
przeto C:= - := -- == -- = pB,. czyli liczba C iest wielokrór-

n n n;

na wzgl?dem liczby B, c: br do ok:

51. TWIERDZE?TE? 17. Ie?eli liczba A iest speln? wielokrot

nosciq liczb B, C, D, E, ••• a liczby m, n, Pr q, j ••• oznaczaioce,

wielokrotnosci liczb tych wy:.gl?dem liczby A nie s? pierwszemi

mi?dzy sob?, na ten czas ?nayduje si? koniecznie icszcze inna licz

ba M, która bedac spólna wielokrotnoscia liczb B, C, D, E;" •• dzieli'
Co c: ?; c.

dok?adnie liczb?- A, a tern: sametri iest od ni? y mniey szqr czyli
liczba ta M iest mnieysz? wielokrotno?ci? liczb' B, C, Dr E, ••.•

ani?eli, ni? iest liczba A: bo- ie.ieJi. A=mB=nC_pD=:qE ......
,

a liczby, m, n, p, q, nie- s't pierwszerui mi?dzy sob? ,
na ten czas

musi byd? pewna' liczba- k> l" która dok?adnie dzieli liczby

m? n, p, q,. •••• ie?eli przeto

m n; p q
,

k
zzzm'

k"=
n'

k= p'
k

= q' •••. = Iicebom ca?kowityrne

czylim=m'k,n=n'k,p=p'k, q =?'k ..•.•••.......

na ten czas A == km'B == kn'e == kp'D = kq'E ..••

A

--m'B-n'e-p' 'D'--q'E- /)czyli k
- - - - _ \."

,

a gdy m'B, n'C, p'D, q'E, .•• s? Iiczbamf ca?kowitemi iako iloczyny
liczb ca?kowitych, przeto tez (A: k) iest tak?e liczb? ca?kowit?,

,któr? ie?eli nazwiemy, M mamy

A .

A·

k
:;: M czyli A=kM a zt?d

1\'1
= k: ....... (,8)

"
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z wyra?enia (?) wynika, ze liczba M iest wielokrotno?ci? liczb

B, C, D, E,. o o 00 a z 'wyra?enia (,8) widzimy, ze liczba ta M, dzie

lac dok?adnie liczb? A, wydaie liczb? k wi?ksz? od iedno?ci
,

a tern

samem iest mnieysz? od A c: b: d: ok.

52. WNIOSEK. Je?eLi liczba A iest naymnieyszq wielokrot

no?ci? liczb B, C, D, E,. o • na ten czas ilorazy (A: B), (A: C),

(A: D), Aj E), • o • o. ,muszq byd? koniecznie pierwszemi miedzy:

8ob?=

53. TWIER.DZENIE 18. Je?eli dwie liczby A i,B sa wielokrot

nemi wzgl?dem liczby C, i nadto iloraz (A: C) iest wielokrotne m

wzgl?dem ilorazu (B: C) ,
na ten czas liczba B dzieli dok?adnie

liczb? A: bo ie?eli A = m C, B=:nC, czyli (A: C) =: m, (BC) == n
,

na ten czas
l gdy m z za?ozenia iest w ielckrotn?m wzgl?dem n, to

iest ze m = pn, gd?ie p iest
ca?ko?item k. b?dzie tez ?. = p. n C

= p (nC) = pB, czyh (A:B)= p =hczb ca?kowo c: b: d: ok:

54. TWIERDZENIE 19. Je?eli liczba M iest spólnym dzielni?
kiem liczbA, B, C, D E •••

,
ale ilorazy, które otrzymuiemy dzielac

A przez M, B przez M, C przez M, D prze? M, i t. d, nie s? liczba';"i

pierwszemi· mi?dzy sob?, na ten czas znay duie sip koniecznie inny
ieszcze spólny dzielnik N liczb A, D, C, D, E, .•.. klary iest liczb?
wielokrotn? wzglfdem liezby M, a tern sarnem. wi?kszy od dziel.

nika M: bo ie?eli
.

A B C D E

M
== a, M=

b,
"M= c'M=

d,
M

= e, •• .•• ezyli

A = aM, B=bM, C=: cM, D = dM, E==eM .... a liczby
a. b, c, d, e, nie s? z za?o?enia piecwszemi mi?dzy sob?, na ten czas

znayduie si?. zawsze pewna liczba k, która iest spóln.ym dzielni

kiem liczb aL b, c, d, e, •.• ie?eli przeto
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te
? Id

a ./
b

b'
C

-c' _=d', czyliT-C,
....,.,

-

--,
-

-
'" , --,

k
I,

1.;
-

?
f\,

'k h -

b'k c == ck, d = d'k, e == e'k, •••. na ten czasa == a x, y- ,

A = aM = a'kM B ==bM == b/kM C= C M == c'kM • ?H'

c
,B

-b'

k.?M-
A , _-c

a ztad _==a . ......

k.M-.

7clVl

to iest
,

ze nie tylko liczba M iest spólnym dzielnikiem liczb A, B,

C, D, ...... ale iest tak ?e ich spólnym "dzielnikiem liczba kM -N

wielokro.tna wzgl?dem M, a tern samem wi?ksza od M. co b: do ok:

•

55. WNIOSEK Je?eli liczba N iest naywi?kszym spolny m.

dzielnikiem liczb A, B, C, D,E ..• na ten czas ilorazy (A: N), (B:N)

C:N) D:N), (E! N) . ? .. s? pierwszemi mi?dzy sob?; a pod?ug tego

ze
.

(N :M) == k == l: ca?k: ka?dy spólny dzielnik. ilukolsvietc liczb

dzieli dok?adnie nay.rvi?kszego spoinego dzielnika tych?e liczb.

56. TWIERDZENIE 20. Ka?da spoina wieiokrotno?« .dwóch

lub ilukolwiek liczb iest dok?adnie podzieln? przez nay mniey»

8Z? wielokrotno?? tych?e liczb: bo iezeli Iiczba M iest na ymnieysz?

wielokrotno?ci? ilu kol wiek liczb danych, a liczba N iak ?kol wiek

inn? wielokl'otnosci? tych?e liczb, na ten czas liczba N z za?o?e nia

wi?ksza od M iest podzieln? przez Iiczb? M; bo gdyby liczba N nie

by?a podzielna przez liczb? M, na ten czas wykonawszy dzieleni?

liczby N przez M doszliby?my do reszty R <M

N
l. + ?takie

M
=

M

czyli
N =Mi+ B. czyli N - Mi= R:

a z t?d gdy w wyra?eniu tern z za?o?enia i liczba N i liczba M

a tern samem i iey wielokrotno?? 1\1.i s? podzielne przez liczby dane,

przeto ?eZ wed?ug n: 20 i liczba R <M musia?aby hyd? podzielna

przez liczby dane ? co byd? nie mo?e
,

bo 1\'1 iest z za?o?enia nay-
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mnrey5Z,,! wielokrotno?ci? liczb danych ,
a tern samem i to byd/, nie

mosc
, azeby liczba M nie dzieli?a dok?adnie liczby N, lca?d.a prze-

to spoina ... i t: d'.
,..

..
. .

S7.. WNIOSEK: 'Le?eli liceba N test lQl;;?kolwtc7.; byle nie

naymniey szc ivielckrotnoscio liczb danych A, D, C, D, ..• na ten

ilorazy (N: A), (N: D) (N: C) (N: D) .•• nie s? liczbami pierwszetrii

miFdzy sob? ? bo ie?eli•
,

N N N _N
d

N

A==a, 'B=b,-c=c, D·····
a wed?ug nr 55 M==m

gdzie M iest naymnieysz? wielokrotno?ci? liczb danych A, B, C, ..•

'" m iest liczb? ca?kowit? • czyli ie?eli

N == aA,. N = bD, N = cC" N == dD .••• i N == m M

przeto tez.

m. M == a,' A, m. M == b. H, m, M = c. C, m. M = d. D •.. a zt?d

MaMbM cM d
-=-, ---, -=-);

-

== - :.

A m' Br-"m C m D m

a ze w rówpaniach tych strony pierwsze- sil liczbami ca?kowitemi,
bo liczba M iako wspólna: wielokrotno?? liczb A, B, C, D, •..•..•

iest podzieln? przez. te liczby, przeto tez' i drugie 'strony musz?

byd? liczbami ca?kowitemi, czyli musi liczba m > I byd? dok?a

dnym dzielnikiem liczb a, b, c, d, .... czyli ilorazów (N:A), (N:B),

(N: C), •
",

a tern samem ilorazy te, iako mai?ce spólnego dzielnika

wicrkszego od jedno?ci, nie- s? pier wszerni mi?dzy sob?:-
J e?eli za? za?o?emy, ze iiorazy te s? pierwszemi mi?dzy sob?,

na ten czas trzeba przypu?ci?· mrównem iedno?ci, a zt?d-, na mocy

równania N: M = m.zz: iednosci, M = N. t: i:. ie?eli liczba M iest

naymnieysz? wielokrotnoscio liczb A, B, C, D .•. n? ten czas ilorazy
(M:.A), (M:B), (M:C), ...... s? liczbami pierwszemi mipdzy sob?.

·1

,

,
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,

rrEORYA PODZIELNOSCI LICZB

:CZYLl

o prawach podzielno?ci liczb.
,

,

---:0.=---

S:z.czególniey iest rzecz? bardzo ?azn? i korz ystn? w rachunku,
aby naprzód mo?na pozna?, czyli liczba dana iest podzieln? przez

któr? z liczb ca?kowitych, lub nie -r W·Arytmetyce poda? wpra
wdzie mo?emy dla ka?dey liczby w?a?ci wy charakter, po którym
poznajemy ,czyli Iicz ba dada iest podzielna przez t? liczb I{ lub

nie, to iest , mo?emy w prawdzie poda? w Arytmetyce warunki
,

którym liczba dana zado?? powinna uczyni?, a?eby by?a podziel-
na przez pewn? liczb? ca?kowit?, ale warunki te, które nazywa?

h?dziemy prawem podzielno?ci liczby ostatniey s? po naywi?kszey

cz??ci tak d?ugie, i? w wykonywaniu rachunków korzystnie u?y
wanmi hyd? nie mog?: W ten czas to one tylko przynosz? nam

korzy?? W rachunku, gdy z przystosowania ich do liczby daleko

mnieyszey od liczby d a ne y , któr? ?atwo i pr?dko z daney wypro

wadzi? potraIimy, wnie?? mo?emy o podzielno?ci liczby daney

przez 'liczb? t<[, któr?eyrny pra wo podzielno?ci stosowali.

Dla otrzymania liczb tych mnieyszych ,
które gdy prawu po.

dzielno?ci pew ney liczby zado?? czyni?, zapewrriai? nas o podziel
no?ci caley liczby d aney , wyobra?amy sobie roz?ozon? kazd? li

czb? pa d wie cz??ci, z którychby iedna by?a podzieln? P['z?z t?

liczb?, a druga iakakol wiek: ie?eli dopiero cz??? ta druga iest

rak?e przez t? liczb? podzieln?, na ten czas i liczba dana iest przez

ni? podzielna; W przeci wnyrn razie liczba dana nie iest przez

liczb? t? podzieln?, -

.



Gdy za? prawo podzielnosci nie iest nam dane) ale dopiero dTa

pewney liczby prawo to wynale?c chcemy, na ten czas trzeba'

przypu?ci? liczb? iak?kolwiek , te; roz?ozy? na dwie cz??ci , z któ

rychby iedna by?a podzielna p-rzez t? liczb? dla któr ey prawa

podzielno?ci szukamy, a druga iakakol wiek: w tey to dopiero

ez??ci drllgi?y w za?o?eniu tern
,

ze liczba ta iakakol wiek iest po

dzieln? przez liczb?, dla którey prawa podzielno?ci szukamy, czy

tamy warunki, iakim liczba zado?? ceyni? powinna, aby by?a
przez ?wn? liczb? ca?kowit? podzielna; a wys?owienie tych wa

runków stanowi prawo podzielno?ci dla li€zby ostatniey,
'I'akieh to naznaczeniem praw podzielno?ci zatrudnimy si?'

W tych kilku stronnicach ,
a

1"0 Szuka? bedziem-y: warunków, którym liczba zadot? czy
ni? powiuna , aby by?a podzielna przez iakakotiviek ca?kowita

potfg? z 2 lub 5., to iest przez 2" lub 5n, albo' przez iloczyn 2":
5"i= lO"?.?

21'e ppdamy sposób ogóln-y wynaydywania prat"V podziel
nosci dla ka·?dey z liczb pierwszy clu=«

3cie Zastosuiemy sposób poprzedzaiqcy do nieJ.:tói'ych liczb

z?o?otty ch
,

i
f

4te wyprowadzimy prawa podzielno?ci liczb. zló?ony.ch z wia.

domych praw pcdzielncsci liczb pierwszych, które w sk?ad tych ..

z.e liczb z?o?onych w pierwsze)' ty Z?o potfdze wchodzq:

l.

Prawa podzielno?ci dla,

2/1 lub. 5" lub 2" X 511= 10"

.Ka?da liczba ca?kowita N z m cyfr z?ozona, wed?ug n: 2 zam ..

kni?ta ie?v w wzorze nast?pui?oym,
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N 'a + b. 10 + C. IOJr + d. 103<+ ..... "+ TV 10"'-X czyli
.N:::::rv 1O",-x + U. 101H-? -t ... +d.105 + c. 102.+ b. 10 + a:

w za?o?eniu, ze n iest mniey szem. od m mo?emy roz?ozy? liczb? t?
N na dwie cz??ci., które nawiasami oddzielamy

N = [w. lOm-x+ u. 10m-x ... ". + ?. 10" ]

+ (p. 10,t-X •••• + d. 103 + C. 102 + b. 10 + a.)

czy li w y??c?aillc W cz??ci pierwszey spoInego czynnika 10" za

na wias

N = [w. IO",-n-r + u. lom-?-2 + ..... + ?]. 10"

+ p. lo·
... r

+ .... + d. 103 + C. 102 + b. 10 + a:

le?eli teraz czynnika cz??ci pierwszey w nawiasie zamkni?tego na

zwiemy przez M, na ten czas otczymamy w ogólno?ci

N=M.lOm+ (p. lOn-f + ... + d. 103+c.lOs+ b. 10 + a) ... (.)
,W wyra?eniu tern widzimy J

ze gdy lO" == 2" 5" iest podzielnem
tak przez 2"', iako teZ i przez 5", tudziez 2" 5" == 10", przeto M.

10" iest przez te liczby podalelnem ,
a 'z t?d prawo podzielno?ci

dla tych?e liczb czyta? tylko powinni?my w drugiey cz??ci, to iest

p. l O"
.... x

+ .... + d'. 10:? + C. 10· + b. 10 + a

która iest liczb? z n pierwszych cyfr liczby daney , bior?c ie od strony

pra w?y ku Iewey , z?ozon? : gdy za? podzielno?? liczby N przez 2"

lub 5"lub 2" X 5" = 10", skoro iuz M X 10" iest!przez te liczby

podzielnem , wymaga tylko ieszcze wed?ug n: 22 podzielno?ci liczby

p. 10"-1 + .... + d. 10'+ c. 10?+ b. 10 + a

przez liczby 2" lub 5" lub 2" 5" = l()"; przeto prawo podziel
no?ci

dla 28 Ieste a?eby w liczbie dandy liczba z pierwszych n cyfr, li

cz?c ie od strony prawer ku iewey, z?o?ona, czyli króciey mó

wi?c, pierwsze' n cyfr by?y podzielne przez 2":

•
, I

dla 5" iest: azebr ,-v lic?bie daney pierwsze n cyfr by?y po-

d?ielne przez. 5":.
.,

'6.
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dla lon iest: a?eby w liczbie dandy pierwsze n cyfr by?y podzielne

przez 10";a ze 10" ró w nasi? iedno?ci z n zerami, przeto warunkowi

po wybszemu w ten czas tylko zado?? uczyni? mo?na
, gdy na ko?cu

[ak ieykol wiek liczby n zer si? znayduie T
a z't?d prawo podziel

no?ci dla J O" iest, a?eby n pierwszych cyfr od strony prawey
ku lew?y by?y zerami, czyli zeby liczba n zerami by?a za

koticzona.

Stosuymy teraz te ogólne prawa do szczególnych wa??o?ci

na n a.

l° gdy n= 1 wzor (Ol) b?dzie N = M. 10 + a

a 2rl == 2 5" == 5 10? == 10

zt?d ka?da liczba którey ostatnia cyfra iest podzielna przez 2, iest

tak?e podzielna fprzez 2, a ze z iedno cyfrowych liczb s? tylko licz

by 2, 4, 6,8, albo O podzielne przez 2, przeto ka?da liczba zakon

czona na liczby 2, 4, 6, 8, O iest podzielna przez 2.

l{aida liczba , którdy ostatnia cyfra iest podzielna przez 5,
iest podzielna przez 5, a ze z iednocyfrowych liczb tylko O i 5,

s? podzielne przez 5, przeto ka?da liczba zako?czona na O lub 5

iest podzielna przez 5. -

Ka?da liczba ?akonezona na zero iest podzielna przez 10.-

2rc gdy n = 2, na ten czas wzor (,,) daie

N:=M. 10? + b. 10 + a

a 2"= 2' = 4, 5" = 5? == Z5, J'On == iO? == 100,

zt?d k: ?da liczba, 1ótór?y dtvie ostatnie cyfry s? podzielne przez

4, iest podzielna przez 4 .

Ea?da liczba, któ,'dy dwie ostatnie cyfry s? podzielne

pr'zez 25, - liczbami temi ostatnierni mog? byd? tylko 00, 25.

50, 75 .

.Ka?da liczba ?akorutzona na dwa zera iest podzielna przez

lOO.



3cie gdy n == 3 ua ten czas wzor (?) daie

N== M. ?Oi? + C. 103 + b. 10 + a

a 2" == 23 == 8, 5" == 5 == 25, 10" == 103 = 1000

zt?d kaida liczba, któr?y trzy ostatnie cyfry s? podzielne precz

8, iest podzielna przez 8.,

Kaida liczba, którey trzy ostatnie cyfry s? podzielne przez

12S iest podzielna przez 125 - Ostatnierui terni, liczbami by d?
•

tylko mog? 000, 125, 250, 350, 375; 509, 625, 750, 875,-..,

Ka?da liczba zako?czona trzema zerami iest podzielna prz?z

1000.

<lle : gdy n = 4 na ten czas wzor ( .. ) daie
./

N =: NI. 104 + d. 103' + c. lOI? + b. 10 + a

a 2" == 24 == 16, 5" = 54 == 625,> 10"= 104 = 10000
,

zt?d ka?da liczba któl'cy cztery ostatnie cyfry s? podzielne przez'

16, iest: podzielna przez 16.

&?da liczba którcy ceter-y ostatnie cyfry, s? podzielne przez

625, iest podzielna przez 625.

Ka?da liczba czterema zerami zako?czona test" podzielna:

przez 10000. i: t: d: --:;
,

Wyprowadzic mó?na prawa podzielno?ci dla 25 = 32, 5s =

3125, 105 = 10qOOO, k?ad?c n= 5; podobnie gdy n = 6 doydzie

my do praw pcdsielno?ci liczb 26 == 64,56 = 15625, 106 == 1000000

i t. d. dla pot?g wyzszych liczb 2 i 5, ale te w wykonaniu rachun

k?w ide SCl u?ywane •.

Zarnkniymy nakoniec rzecz t? wy?ozeniem niektórych w?asne

?ci liczb parzystych i nieparzystych. Liczbami parzystemi zowie

my wszystkie te liczby, które. s? podzielne przez 2, wszystkie za?

inne. Zo.wi'l si?- liczbami tlieparzystemi: i tak liczby 2, 4, 6, 8,

10, •••• a w ogólno?ci2A, gdzie A mo?e byd? liczb? parzyst? lub

nie, sil liczby parzystemi - liczby za? l, 3, S, 7, . 'd • a W ogól-.
6·

,

I
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!
no?ci na mocy tego, ze- zawsze liczba nieparzysta Idy w szeregu
liczb naturalnych mi?dzy dwoma parzystemi, 2A + l, gdzie A iest

liczb? lak?kolwiek ca?k:, s? nieparzystemi. - Z samych definicyi
liczb parzystych i nieparzystych wynikai? nast?pui?ce w?asno?ci

liczb, które ogólnie bardzo ?atwo si? dowode?.
1. Summa ilukolwiek liczb parzystych iest tak?e licz'b? pa

..

rzyst?: ho dodd'iqc ilekolwiek liczb parzystych 2A, 2B, 2C, ••••

i t. d. otrzymujemy na wypadek summ? 2A + 213 + 2C + .... ?

= 2 [A + Be + ..... ) równ? liczbie pcdzielney przez 2, a tern

samem równ? liczbie parzystey, c: b: d: ok:

2. Summa dwóch liczb nieparzys?ych iest liczb? parzyst?:
bo gdy ka?da liczba nieparzysta iest tego sk?adu 2A + l, wi?c
summa dwóch Iiczb nieparzystych 2A + l i 2B + l, to iest 2A

+ 1 + 2B + 1= 2A + 2B + 2 = 2 [A + B + l ] = liczbie po
dzielney przez 2, czyli liczbie parzystey c: b: d: ok:

podobnym sposobem przekonamy si? ze

. 3. Summa ilukol'rviek liczb nieparzystych iest liczb? parzyst?,
ie?eli liczba ich iest parzyst?.

4. Summa dwóch liczb, z których iedna iest parzyst?" a dru

ga nieparzyst? iest liczb? nieparzy stq,

5. Summa ilukolwiek liczb nieparzystych iest liczb? nieparzy»
st? , ie?eli liczba ich iest niep arey stq,

6. Summa ilukolwiek liczb p'arzysty-ch i nieparzystych iest

liczb? parzyst?, ie?eli liczba liczb nieparzystych iest parzy_

st?
- w przeciwnym razie summa ta iest liczb? nieparzYstq.

H. Ró?nica dwóch liczby nieparzystych iest lic,zb? parzystq.
9. Ró?nica dwóch liczb, z których iedna iestj liczb? parzyst?,

a druga llieparzystq., iest liczb? nieporeystq-
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? O. Ka?da wielokrotno?? liczby parzyst-ey iest liczb? parzy?

suz: bo czyli my 'liczh?parzyst? 2A we?niemy parzyst? liczb?
ra?y np. 2B razy, czyli nieparzyst? liczb? razy np. 2B + l, na

ten czas tak w iednym iako i w drugim przypadku wielokrotno?ci

2A.2B={2AB], 2A.X(2B+l)1=2 (2AB+A) s? liczbami podziel
nemi przez 2, a zatem parzysremi c: b: do ok:

Zt?d wynika ze

l). Iloczyn dwóch liczb parzystych iest liczb? parzyst?:
tudzie?

12. lloczyn dwóch liczb,
.

z kt?rych iedna iest liczbq parzy
rzystq, a druga nieporzyst?, "test liczbo:

parzyst?.

13. Iloczyn dwóch liczb niepatzystych iest liczb? nieparzy_
stq: bo (2A+ I) X (2B+l), =2(?AB+A+B]+1 równe liczbie

nieparzystey c: b: do ok:

14. Je?eli Dzielna i Dzielnik s? liczbami parzystemi ; na ten

czas reszta z dzielenia wynikaiqca ie?t liczb? parzyst?, a iloraz

mo?e brd? iakikolwiek , parzysty lub nieparzysty:, bo nazwawszy

Dzieln? przez A, dzielnika przez B, iloraz przez l, a reszt? przez
,

R, mamy wed?ug n,Q. 3.

czyli A=Bi+R, czyli A-Bi:::R.

w równaniu tern liczba B. i, iest wed?ug 10. liczb? parzyst?, iaka
,

kol wiek b?dzie liczba i, bo liczba B z za?ozenia iest liczb? parzyst?,
a ze i liczba A iest z za?ozenia liczb? parzyst?, wi?c wed?ug pra

wdy '7. liczba fi, iest liczb? parzyst? c: b: do ok:

Podobnie rozumui?c przekonamy si? ze

15. Je?eli Dzielnik i Iloraz s? liczbami parzystemi ; lakikol

wiek bfdzie Dzielnik, na ten Czas i resz.ta iest liczbq parz?,stq..

\
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1'6. le?cli Dzielna i reszta s? liczbami porzystemi, na ten

czas albo Dzielnik albo iloraz iest liczb? parzyst?: w pier wsz yrn

przypadku Iloraz a W drugim dzielnik mogq ?byd? iakiemikol wiek

liczbami parzystemi lub nieparzystemi: i na odwrot:

17. Je?eli Dzielnik albo Iloraz iest liczb? parzyst?, na ten

czas i Dzielna i reszta s? liczbami parzy stemi i t. d.

18. Je?eli liczba parzysta iest dok?adnym kwadratem, na

ten Czas liczba ta iest podzieln? przez 4, a zt?d ka?da liczba

parzysta niepodzielna przez 4 nie iest dok?adnym kwadratem:

bo jakakolwiek liczba parzysta 2A wyniesiona do kwadratu daie

Da wypadek liczb? 4A II

podzieln? przez liczb? 4.

Ila?da liczba nieparzysta, kt6ra zmniey szona o iedno??, nie

iest przez. liczbf 4 podzieln?, nie iest dok?adnym kwadratem:

bo jakakolwiek liczba nieparzysta (2A+l) podniesiona do kwa

?ratu daie na wypadek liczb? (4A
?

+ 4A + 1), kt6ra zmnieyszona.
e-iedno?c oczywi?cie iest przez liczb? 4 podzieln?,

I I. ,

Sposób naznac?enia prawa podzielno?ci dla

ka?dey liczby pierwszey:

K a?da liczba ca?kowita z m cyfr z?ozona zamkni?ta iest wed?ug
n: 2 w wzorze nast?pui?cym:

'

N=a+b. lO-i-c. 102+d. 103+ .... +u. IOIIi-s+w. lOm-? .•• (a)

Jezeli liczba ta ma bydz podzielna przez liczb? pierwsz? bez-

wze:l?dn? n, na ten czas liczba
N

musi byd? wed?ug n: 3 liczb? cal.
9

n
'

kowit? ,
a dziel?c obydwie strony "równania (a) przez n, otrzyma

my

n

/-
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czyli wed?ug n: 15.

N a b. 10 c.

102+
d. 103

+ +
U. ro-« w. 1O"'-?

-==-+-+- '"

-

+--
n n n n n n n

czyli wed?ug n: J 7.

N l 10 102 103 1O"'·? IOIII.X
-=a.-+b. -+ c.-+d.-+ ... +u.-+ w.-- .. (?)
n n n n.n n n

.

d
.

l
.

l 10 lOS 103

Wykonywal?c teraz naznaczone zre ema -

n, n, n, n

i ilorazy zt?;d wynikai?ce cechui?c przez io iJ:' ?rH i3, •••• a reszty do

których nas te dzielenia prowadz?, a które resztami wy padkowe;
?ci nazywa? b?dziemy, przez rOI rJ:' rg, r3! ....

mamy

.

1 .

.

r 10
. rr l02

• . r? 10'
_. 1:'3

-=to +.JJ. -=t, +-
-

=Z2 -t-- --?3 +- ...

!l. rz, n n, n n,.n n,
"

10m- __ • r", !I
l O",'x_. rm-x

••• , ,
• ? ..... ? •• ?_Lm.I+-- --l,m_I+- ...

n n, n n

n zt?d podstawiaj?c wazno?ci te VI wzorze (.8)

N
[' +

r

o] t
l!

.

+
r«

+
.

+
r

2

-=a Zo
-

u- [t, --l c. [ZII -] ±: ..

n n
.,

n n

+ [
.

+
r

"'-II
+

. r

• • • • • • •• U. lm_s --l W.[Lm_J: + ?]
n n

czyli
N

= aiQ + bil + ci,. + .... +uim •• + wi""!I
n

-

+ aro+urr+cr!l?'
'"

??""'1+Wl''''J::
-

n

W ?yraieniu tern , skoro strona pierwsza iest z za?o?enia liczb?'
ca?kowit?, na ten czas i strona druga' musi byd? ca?kowit?, a ze

.cz??? aio+bi?+ci!l + .... +ui""!I +wi" •.•
iest iuz liczb? ca?kowit?,

wi?c wed?ug n: 22 i druga cz??? aro+brr+crs+'" .+urm_s+

'"

\
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wr
m-l musi bydi liczb?' ca?kowit?: prawo przeto podzielno?ci dla

liczby n powinni?my czyta? W wyrazie ostat?m drugiey strony, to'

iest w wyrazie
aro+brt+cr,+ •.• +urm_s+wrm_y.

l' h: ?kR=. .:::: lCZ
•

ca o:
n

które wys?owione Iest nast?puj?ce:

Aby liczba dana by?a podzieln? przez pewn? liczb? pier ..

f?SZ? bezwzgl?dn?, na ten czas dos'tatecznem iest, a?eby surn ;

ma iloczynów, które wynikai? z rozmnozenia ka?dey z cyfr li.

czb? dan? sk?ad>aiqcych przez reszt? do którey dochodzimy;

dziel?c t? pot?g?-liczby 10, która warto-?? mieyscowq cyfry tey

oznacza, by?a podzieln? przez t? liczb? pierwsz?.

Wykonywai?c dzielenia W równaniach ('l") podane widzimy!
l'" ?e ?adna z reszt r

0' r
l'

r
12'

r
J'

•.•• nie mo?e byd? równa

zero, skoro liczba pierwsza bezwzgl?dna iest ró?na od 2 lub 5:

. a to' dla tego ze liczba 10 iest tylko, wyi?wszy przez- iedno ?c i

siebie sam?, podzieln? przez liczby pierwsze 2 i 5, a tem,samem i ka?da

pot?ga liczby 10 wed?ug n: 33 nie iest podzieln? przez zadn? liczb?
pierwsz? prócz 2 i 5, a zt?d teZ i ?adna z reszt. r

o'
r

1.,
r

s, r
&, ••••

nie mo?e byd? równ? zero.
I'

2re: Ka?d?' resztp- nastepuiqco otrzymuiemy, przypisui?c ze.

J'O do reszty poprzedzaiqcey i dzielenie daMy «,ykonyWlzi?c: ho

zero to fest w?a?nie tem
,

które znayduie si? -na ko?cu pot?gi na ..

st?pui?cey liczby 10, uwazaney za dzieln?; skoro wi?c dzielenie

pot?gi poprzedzai?c?y uskutecznienem zosta?o
? przeto wed?ug pra ..

wide? d-zielenia wypada do r?szty ostatniey nast?pui?c? cyfr? dziel ..

ney, t: ?: tutay zero przypisa? ? i dla otrzymania reszty nast?pui? ..

cey wykonywa? daley dzielenie.

3cie: Liczbo reszt tych ró?nych co do warto?ci liczb'ower
chocia? dzielenie, id?c do pot?g co raz wy?szych liczby 10, idzie

bez ko?ca, iest ogT'uni.czona, i reszty dalsze odpowiednie równe
,

,
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poczqtl-owytn. wr acaic .si? Hl ty-m samym p o rzq.dk u
, TV iakiin bY''''

?y z samego poczqtlai 'wynalezione, czyli reszty te wracaio. ?ii'

pel iad.y cznie
,

a ztod tworz? tak nazwany peryod: bo z zasad

dz ielenia wiemy, ze reszta zawsze iest mnieysza od Dzielnika,

przeto w dzieleniu iakieykolwiek liczby przeZ' liczb? pierwsz? fi.

nie mo? erny doy?? do innych reszt, (nie u wa?ai?c reszty 0, która

ved?ug n: l tutay mieysca nie ma) iak tylko do 1,2,3 ..•• a? do

(n- 1), a zt?d liczba' tych reszt iest ograniczona', i nie mo ze byd?
w i?ksza od liczby, dla którey prawa podzielno?ci szukamy, ani na:

wet iey równa, ale owszem o iedno?? przynayrnniey mnieysz? byd?
musi: iezeli, przeto w ogólno?ci mówi?c, wynaleziemy te (n-l)

reszt róznych, to na ten czas nast?puj?ca koniecznie bydi musi ró

wna iedney z reszt iuz wynalezionych, a tern samem dopisui?c zero

do tey reszty, dla otrzymania przez -dalsze dzielenie reszty nast,,

pui?cey; otrzymamy i dzielnq cz?stkow? równ? iedney z poprze

dzai?cych, a mianowicie równ? tey, która wypada?a dndai?c do re-

.

szty która si? wroci?a , zero; zt?d i. cyfra W ilorazie do tey dziel

ney nale??ca wróci sit( ta sama i prz-yprowadzi' nas' do reszty ró

wney r?szcie, do którey nas dawniey ta' sama dzielna cz?stkowa

doprowadzi?a, a tern samem przyprowadzi- nas do reszty rówuey
resz.cie nast?pui?cey po reszcie tey, która wracai?c?y si? by?a ró

wna: reszta ta doprowadzi nas dla tey sarney przyczyny do reszty

równey reszcie naat?pui?cey: i t. d. a rozumowanie to stosui?c i do

reszt dalszych przekonamy si?, ze tak cyfry w ilorazie, iako tez •

i reszty wróc? si? w tym- samym porz?dku w i?kirn poprzednio hy?y

wynalezione. Azehy za? nakoniec okaza?, ze reszty te wróc? si?
w tym samym porz?dku w iakim z samego pocs?tku dzielenia by

?y otrzymane, trzeba tylko okaza?; ze pierwsza z reszt powraca

i?cych iest ró?na pierwszey z reszt z pocz?tku otrzymanych t: i:

l

rÓ,wna si? reszcie z podzielenia n: wynikai?cey, która
7

na mocy tego
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ze n> l równa si? iednoicii co Iest ocsy wistem
, bo ie?e li mi?dzy

resztami z pocz?tku otrzymywanemi iest iedna równa jedno?ci, na

ten czas i mi?dey resztami w racai?eemi si? musi byd? iedna równa

iednosci, .

od które y wracal?c si? reszty w tym samym iak pier wie y

porz?dku', przekonywai? lias, ze skoro reszta ta peryed pierwszy

zaczynai?ca by?a równa iednosci, i reszta peryod drugi zaceynai?

ca byd? musi równ? iedno?ci; a tern samem liczba reszt ró?nych

co do warto?ci iiczbowcy ,
chocia? ••. i t: d: c: b: do ok:

Z poprzedzai?cych uwag wynika, ze dla utrzymania potrzeb
nych reszt do zastosowania prawa podz.ielno?ci dla liczby pierwszey
n do liczby inney daney, potrzeba tylko otrzyma?, r??ne co de

warto?ci Iiczbcwey reszty, których w nayogólnieyszym przypad
ku b?dzie (n- 1): wszystkie bowiem dalsze reszty wracal?c w tym

samym porz?dku, w iakim poprzedzaj?ce z pocz?tku .znaleaionemi

zosta?'y, s? t?rn samem wiadome- 'VVyna1ezien-iem takich reszt dla

niektórych szczególnych waino?ci na n, zatrudnimy si? w tym

-est?pie ,
z których wiadomych stanowi? b?dziemy wed?ug wyra

?enia R pra wa podzielno?ci dla tych liczb.

Prawo podzielno?ci dla liczby 3.

Dla wynalezienia prawa podzielno?ci dla liczby 3 ,po?ozmy
f!- == 3; w ten czas wykonywai?c dzielenia w rów: 6) naznaczo_

ne, otrzymamy re, = l, rt = l, a zt?d widzimy, ze skoro reszta rr

iest ta sama co 1'0 peryod reszt dla liczby 3 iest iednocyfco wy i

ró w ny iednosci
, czyli ze w ogólno?ci r?== I; prawo zatem podziel.

po?ci dla liczby 3 zamkni?te iest w wyra?eniu

R=:a + b + c + d_+ ... + l.l +w

3
.

które wys?owiwssy iest nast?pne:
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Ka?da liczba, 1.;tóre'y cyfry, z klvrych si? ona slc?cuia , bez

rvzgl?dll na 'wa?no?ci ich miey scowe do siebie dodane, daiq li.

czb? podzieln? pl'zc= 3, iest tak?e podzielru; przez 3: 1). ze wy.

padek z dodawania, cyfr bez \'",zg](2dl.l {la ich wa?no?? mieyscow?

pewll? liczb? sk?adai?cyoh zaz wy cz ay zowi? summ? cyfr tey li.

czby, zt?d prawa podzielno?ci dla liczby 3, wys?owienie nayprcst

sze iest nast?pne:

•

Iia?da liczba, l,tórey summa cyfT' iest P?dzielna przez 3,
ieet te? podzielna przez 3.

Przyk?ad: Liczba 191898 iest podzielne przez 3, bo

l + 9 + l + 8 + 9 + 8 = 36 iest podz.ielndm przez 3.

r;rw?ga, J ezeli summa cyfr liczby daney, iest liczb? po któ

rey z pier wszego rzutu oka trudne pozna?, ze iest podzieln? przez

3, na ten czas mo?na znowu pra wo podzielno?ci dla liczby 3 za.

stosowa? do teyze liczby, a gdy liczba z zastosowania prawa po ..

dzielno?ci wynikaj?ca b?dsie podzielna przez 3, na ten czas i liczba

poprzedzaj?ca, a tern samem i liczba dana iest podzielna przez 3. up

gdyby liczba dana by?a 37U4927045. na ten czas stosui?c pra.

wo podzielno?ci do tey liczby mamy

3 +7 +2+6 +4+9 +2+7 +8 +4+5=57, a stosuiae

znowu prawo do liczby 57 otrzymamy 5 + 7 = 12 == liczbie p?_
dzielney przez 3: gdyby?my prawo stosowali ieszcze i do lic?by 12

na ten czas otrzymaliby?my l + 2 = 3. l: i: liczb? 3 przez siebie sa

m? podzieln?; a zt?d wniesiemy, z'e liczba dana iest podzielna

prze? 3.

Ta sama uwaga ma mieysce i dla kazdey irmey liczby, zt?d
tez w dalszym ci?gu przy ko?cu podanego prawa podzielno?ci dla

.

pewne71iczby zawsze iey dorozumiewa? .Si? b?dziemy.
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Prawo podzielnosci dla liczby 7 .

•

W celu wynalezienia prawa podzielno?ci dla liczby 7 po?ó?my
n=:.7, a na ten czas wy konywai?c dzielenia w rów : ('Y) naznaczone,

zwa?ai?c na to co si? pod liczb? 2 na-str. 40 powiedzia?o, otrzymamy

1'0-1, rI==3,rg=2,r3,=6,r4=4,rs=5,r6=1 ..•

a zL?d w ogólno?ci

l'?p==I, 1'6p+1.==3, r6p+2,==2, r6p'f-l=6, r6p+4==4, r6P+J==5:
q) li reszty dla liczby 7 tworz? peryod o 6. Iioebach nast?pnych

-,

] ,3, 2,6,4, 5,: prawo zatem podzielno?ci dla liczby tey czytamy
w nast?ptli?c?I1l wyra?eniu

D i..-
a. 1+ b. 3 + c. 2 + d. 6 + e. 4 f. 5 + g., 1 + h. 3 + .....

Ll_

7

któr e w nast?pui?cern prawidle zamkn?? mo?na :

A?eby pozna?, czyli liczba iest podzieln? przez 7, podzieli?
trzeba naprzód liczb? dan? od strony pl'm,w!y ku. lewey na podzia?
ki o 6cia cyfrach, a potem. w 1..:azdey pod.zia?ce cyfr? pierwsz? zstro

ny prawdy ku. lewey rozmno?y? nale?y przez l, cyf"? drug? przez

:3, cyfr?' trzeci? przez' 2, cyfr? czwart? przez 6, cyfr? pioto.

przez 4, a cyfr? szóst? przez 5; ziqd otrzymane iloczy n-y' trzeba

do siebie doda?, a ie?eli summa tych?e iest liczb? podzieln? przez

7, na ten czas i liczba- dana iest podzielna przez 7:

Przyk?ad: Chc?c pozna?- czyli liczba. dana 119236834032491
jest podzielna przez T nast?pnie post?puje

21 ; ; I ? S. ?'? ? ? I? : ;! ?
l

ll+?_+?+ XO+I Z+? O+16+9+4i-O+1 t+:u+?+z 1+L::::..l 6 l
-

2 3 l

2+18+ 1=21::::

liczbie podzielney przez 7, bo 21 = 3'7 J a zt?d 1 liczba podara ies t

podzielna przez 7.

I

I
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Chc?c pozna? czyli liczba dana 24661 iestpodzielna przez 7,

post?puje tak samo
.

,

2 4 6 6 l
4 6 2 3 l .'

8+24+12+18t1 = 63 = liczbie podzielney przez 7, bo 63 ==

7 X 9: a ztad- i liczba dana iest podzielna przez 7:

Pra'wid?o to \IV zastosowaniu swem iest troch? niewygodnem,
, staraymy si? przeto ie upro?ci?, a w tym celu zamiast reszt

rl}p+3 =- 6 r6p+4 = 4 r6p+5 = 5

we?my reszty dO[Je?nicze, które dla rozró?nienia od reszt poprze

dzai?cych kreskui?c , otrzymamy wed?ug n. 3.

r'6p+4 3 r'6p+5 = 2:r'6pt3 = l

sk?d l}wa9a ta, ?e rGp= r'6p+3= l, r6ptl = r'6pH= 3, r6p'+2' 1"61'+5 = 2,

prowadzi nas do prawid?a daleko krótszego, bo w przypadku tym

aXl+bX3+cX2+dX-l+eX-3+fX-2+gXl+hX3+ .

R=. 7

-- .:...:..::.---=-. .--::....-_-

czyli

((a X l+b X 3+0 X2) +(gX l+hX3+ .. )+( .... )]
R=- -

,

7

[(dX l +e X5 + IX 2)+( ?+ ( : )]
-

7

z którego wynika to' prawidlo.

A?eby pozna?, czyli liczba dan? iest podzielna przez 7,

trzeba naprzód liczb't dan? podzieli? na podzia?ki o trzech cy_
.

frach, a pot,em w?azdey podzia?ce rozmnozy? cyfr? pierwsz?

od strony prawey k?7eHJey przez l, cyf?fl drug? przez 3.,
a cy

frfl trzeci? przez 2: otrzymane zt?d doczyny w podzia?kaob:

nieparzystych, to .lest lszey, 3ey, 5ey ... trzeba do siebie doda?,
8

,

\

/
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i podobne iloczyny w podzia?l?ach parzystych otrzymane do sie

bie tak?e
.

doda? nale?.y , a zt?d doydziemy do dwóch liczb

mi?dzy kt?remi ;
ie?eli ró? nica bedzie =' zero, albo równa li

czbie po dzielney przez 7, na ten czas i liczb-a podana b?dzie

podzielna prze;, 7 - zastosuymy to .prawid?o do liczby np.

873796897647] .

8173719 681'9
7614 71

i? 2 3 l 2 3 1 2 3 ]12 31

S 18+18+S--s+21+1 = 82

14+0+7 1S+2ltG = 75

ró?nica 7= liczbie podz ielney przez

7, a tern samem i ca?a liczba iest podzielna przez 7.

Uwaga. W otrzymaniu iloczynów mo? na-w ie lokr-otno?oi licz

by 7 opuszcza?, bo to nie nadw er??.a prawa podzielno?ci, a czyni

potem dodawanie kr ótszein ; a tak w ostatnim przyk ?adz.ie mo?na

by?o wypu?ci? liczby 2?, a zamiast liczb. l8 pisa? tylko liczby 4: z re

szt? wprawa i przytomno?? rachui?cego u?atwiai? bJrclzo to prawid?o.

Pr awid?:o podzielno?ci dla liczby I?.

Naznaczai?c rcs.zty dla liczby II otrzymamy W ogól.po?ci
rzp=l, r2ptl = l O :

a zt?d

R
(a·l+b. 10)+(c. 1+4. 10) + ....

I?'

które podaie nam nast?pui?ce prawid?o:

Aby pozna?, czyli liczba dana iest podzielna przez 11,

trzeba liczbe dan? ppdzieli? na podzia?ki dwóch cyfrowe za.

czynai?? od strony prawey ; i liczby W podzia?kach' tych bfl.
dqoe do siebie doda? ,

a ie?eli summa ztqd wynikai?ca iest

podzielna przez 11,. na ten czaf i liczba dana iest podzielna

przez II.
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.

Przyk?ad: Zobaczmy, czyli liczba dana l0928374 iest po dzid.

na przez l]: w tym celu liczb? t? dziel? na pcdsia?ki dwucyfro
we 70/92183174, i liczby w tych podzia?kach b?d?ce do

siebie. dodai? t: i:

?

701-921-831-74==319
z któr? liczb? tak samo post?puj?c otrzymuje 3+19_22= liczbie

podzielney przez 11; a zt?d j liczba dana iest podzielna przez 11.

Zamiast reszt r'2p+l u?yimy reszt dope?niczych, na ten czas

rZp+l = l a z t?d

aXl+bX-l+cXl+dX-l+ ... (a1-c+e+ .. J -(b+d+f+ .. )
11

R-'
11

które daje nam nast?pne dogodnieysze do wykonania prawid?o:

Ab:y pozna? czyli liczba dana iest podzielna przez II trze

ba doda? cyfry na rnieyscae?i nieparzystych liczby daney sto

iqce; i podobnie naldy otrzyma? summfl cyfr mieysca parzy

ste zape?niai?cych, a dopiero ie?eli róznica m?'fdzy temi dwo

ma summami iest = zero, lub podzielna przez 11, na ten czas

i liczba dana iest podzielna przez 11.

Przyk?ad. Dla tey samey liczby 70928374 wed?ug tego pn-

wid?1\ b?dzie 4+3+2+0==9
'

7+8+9+7=31
ró?nica 22=liczb: podz: przez U,

zt?d i ca?a liczba iest podzielna przez I l.

Prawo podzielno?ci przez liczbf 13.

Dla liczby 13 reszty z dziele? wed?ug równa? (7) otrzymane

b?d? r6p= l, r6p+l= 10, r6pt2=9, r6pt3== 12, r6pt4=3, 1'61'+5=4,
z kt6rych prawo podeielno?ci podobnie si? iak dla liczby 7 wy-

.

8*

,
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s?awia, a wprowadzaj?c reszty dope?nicze dotllOdzimy, na mocy

tego, ?e

r6p = r' 6p+3 = l r6p+! = r' 6p+4 = 10 'r6p+2 = r' 6p:t5' 9

do podobnego prawa dla liczby 13, iakie?my podali drugie dla licz.
\

hy 7.

Przyk?ad. Sprobuymy czyli liczba 29614482 jest podzielna

przez liczb? 13:

w tym 'celu tak dzia?am 2

916
l

41,1 ,4 2
101 9 10 l 9]0 l

•

20+9 r \+3iit40+2 107

, \54+10+4 _
== 68

3i) 3 X 1:1 = równe

liczbie podzielney przez 13, zt?d i ca?'a liczba iest podzielna przez 13.

Tym samym sposobem mo?na w naznaczeniu praw podzielno.

?ci daley post?powa?, i tak dla liczby 17 otrzymamy period reszt

ze wzgl?dem na reszty dópelnicze = + (1, 10, 15, 14, 4, 6, 9, 5)

trudny iu? bardzo, a nawet niepodobny do zachowania go ci?gle
w pami?ci: dla liczby 19 otrzymamy taki? peryod = + (1, 10, 5,

12, 6, 3, 11, 15, 17) ieszcze d!u?szy .. i t. d. dla liczb 23, 29,

31, : cieka wy iednak i krótki mi?dzy temi iest peryod ola

liczby 37, a zt?d te? go tutay wy?o?erny

Prawo podzielno?ci dla liczby 37.

W tym celu czyni?c n = 37 otrzymamy peryod reszt o trzech

tylko liczbach tak ?e
" .

r3p = l r3p+l = 10 r3pt2 = 26.

c'zyli u?ywai?c reszty dope?nicsey

rap = l r3pt} = lOr 3pt2 = 11

a zt?d
I

"

,

, ,

.

,
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(0,.1 + b. 10) +Cd.l+e.IO)+. ,.-(c+f+ .... ). II
R ===

37
/

czyli "Ai.eby pózna? czyli liczba dana iest podzielna przez 37

trzeba liczb? dan? podzieli? na podzia?ki o trzech cyfrach od

prawey ku leWey stronie; doda? liczby z dwóch cyfr pierwszycli
od prawey ku lewey do podzia?ek nale?qcych. z?oi one, i od tey

.sum?ny odci?gn?? 11 razy wzi'!t? summ,! C)1r pozosta?ych trze

cich: tym sposobem doydziemy do liczby, ktora. gdy b?dzie ró

wna zero iub liczb? podzieln? przez 37 zapewni nas o podziel.
nosci liczby daney przez liezbf{ 37.'

'.

Przyk?ad: Sprchuymy czyli liczba 1951102019 iest podzielna

przez 37, tym ko?cem tak post?puie,

JI951/102!019
1 + 51 + 2 + 19 = . . . . . 73

- 11 (9 + l t o) = - 11 X 10 = - 110

- 37= liczbie
,

podzielney przez 37: a zt?d i liczba dana iest podzielna przez 37.

Sko?cz? nakoniec rzecz t? na okazaniu nast?puj?cey prawdy:
.

Je?eii Liczb? N o ilukolwiek b?d? cyfrach podzielimy na

podzia?ki, umieszczaj?c w ka?dd y po tyle cyfr, z ilu licz sk?a

.

da sirt pery od reszt dla liczby pierwszey' n, rM,ney z za?o?enia
.

od liczb pierwszych i1 i 5, na ten czas liczba ta N iest podziel-
na 'przez liczb,! n, ie?eli summa wynikaj?ca z dodania liczb w

podzia?kach b?d?cych iest podzielna przez tf[ liczb? n.

Na okazanie tego uwa?Clymy, ?e, gdy przez a, b, c, ..... l;

al, b.x, cx, .... lo'" i t. d. cechowa? b?dziemy cyfry Iiczb? pewn?

sk?adaj?ce, a mianowicie przez a cyfr? na mieyscu pierwszem ,

przez b cyfr? na mieyscu drugiem , przez, c cy lrfi na mieyscu trze-

,

, I

I
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ciem, ...... i t: d: przez l cyfr? na mieyscu l", przez a cyfr? na

mieyscu l"+ l, przez b cyfr? na rnieyscu l"+2 .... i t: d: od strony
prawe y ku Iewey le??c?, na ten czas ka?da liczba N da si? w na.

st?puj?cy sposób wyrazi?
N== l ..... cba + lz ...... Cz bI a. X 1Ol" +l2 ..... c%b2a2 X 102l" + ...... (a).
Za?oiywszy teraz, ?e peryod reszt dla liczby pier wszdy n sk?ada

si? ?
a liczb, widzimy, ?e podzielno?? liczby N przez liczb? pierw,

sz? n prowadzi nas do tego, a?eby albo k a? dy wyraz strony dru,

gie)' wyra?enia (a) by? p o dz ieln y przez liczb? n; albo a?eby resz.

ty z podzielenia ka?dego z tych wyrazów przez liczb? n w·ynika
i?ce dodane do siehie wyda?y liczb? podzieln? przez liczb? n; albo

nakoniec a?eby, gdy niektóre z tych wyrazów s? podzielne przez

liczb? n, wyrazy pozosta?e niepodzielne przez liczb? n doprowadzi
?y nas do reszt takich" których summa iest podzielna przez liczb?
n, co wszystko iest kouiecznem i oczywistem wed?ug nj 21 i 4;j lecz

'Wszystkim tym przypadkóm uczyni si? zadosy?, ie?eli liczba

l ...... cba+ l« ...... Cx bz at, + 2":" c2 b« a« + ..... (fJ)
iest podzielna przez liczb? n: bo co do pierwszego, poniewa? li

czba pierwsza n ro?na od liczb 2 i 5 nie rno? e dzieli? dok?adnie

czynniki 10l" 102l" ...... przeto podzielno?? ka?dego wyrazu strony

drugiey wyra?enia (a) zale?y wed?ug 11: 30, od podzielno?ci liczb l .....

cba; lx .... czbxax, l2 .... c2b2Cl2' .... a tern samem wed?ug n 21 podziel
no?? liczby N przez liczb? n zale?y takie od podzielno?ci summy

tych liczb, czyli od podzielno?ci wyra?enia (fJ): co do drugi?go,

poniewa? ka?dy wyrilz strony drugie y nie iest podzielny przez licz

b? pierwsz? n, przeto ?aden z dwóch czynników ka?dego. z tych

wyrazóW nie mo?e byd? wed?ug n: 33podzielny przez t? liczb? n, ale

uwa?aj?c ?e gdy czynniki ] Ol", l 02l" , .... s? liczbami z iedno?ci i z

?', z 2 l" ,"
zer doiooemi, przeto reszty do iakich nas wy razy stro-

I
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lly drugiey wyra?enia (a) prowadz?, s? te same które nam wprost

liczby lz ." Cz b c az, lz .... Cz bz az? ... dai? (a); zt?d zatem podzjel

.no?? liczby' N przez Iiczb? pierwsz? n zale?y od podzielno?ci sum

my reszt do których nas liczby te l .... cba, '11,,, c1bT.aI, lz.n -

Cz b'Z az .. : i t. d. prowadz?, czyli zwazahc na prawd? w n: 43 wy

?oi,oo?, po dziplno?d liczby N przez liczb? pierwsz? n T,alezy od

podzielt::w?cj summy w wyra?eniu. ((J) z.amkni?tey: nakonice roz';l

rno wanie ostatnie co do drugiego po??czone z rozumowaniem co do

pierwszego dowodzi nam przypadku trzeciego; a zt?d ie?eli licz

ba N o ilukolwiek .... i t. d .... Cob: do ok:

Prawda ta bardzo nam sk raca zastosowanie praw podzielno
?ci do liczb wielocyfrowych, albowiem wed?ug niey zastosowanie

prawa podaleluo?ci dla liczby pierwsz ey n do liczby w iel ucyfi-o

wey sprowadza si? do zastosowania onegoz do liczby tylko t-t cyfro

wey, zk ?d tutay mo?emy nast?puj?ce ogólne prawid?o w wykona
niu iak naykrótsze wzgl?dem podzielno?ci liczb' ustanowi?.

Azeb.r pozna?, czyli liczba dana iest podzielna przez liczb?

pierwsz? n (ró?n? z za?o?enia od liczb pierwszych 2 i 5), trzeba

liczb? t? dan? podzieli? od strony prawdy ku lewey na podzia?
ki tylucyfrowe, z ilu liczb sk?ada si? peryod reszt dla liczby

pierwszey n, i podpisawszy te podzia?ki pod sol){'f:, nuleZY licz-

(a) W tern to mieyscu annydnie powód, dla' czego my liczb? dana, dzielimy na

podzia?ki tylucyfrowe, z ilu liczb sk?ada si? period res-zt dla liczby n; bo ina

czeyby reszty wspomniane nie by?y te same, albowiem l .... cba, l ... cba XIO[t
l .• ? cba X ) O? [t ••• i t. d. dzielone przez .liczb? n w ten Czas tylko prowadz?
do reszt

r(1-T 1'2[t1 1'3P.l·" równych czyli tych samych) gdy t-t iest równem

liczbie reszt ró?nyGh dla liczhy n, co wyp?ywa wprost z tego, co?my pod li

czb" 3 na pocz?tku ust?pu tego powiedaieli;
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by w nich bedqce do siebie doda?: a W ten czas dopiero, ide-

li liczba ztod ?ypadaj?c(t czyni zado?? prawu podzielno?ci dla

liczby pierccszey n, i liczba podana iest podzielna przez liczb?
n. - J ezeliby liczba ta wypadkowa sk?ada?a si? z wi?cey cyfr, a.

ni?eli zn ayduie si? liczb w peryodzie reszt dla liczby n, to na ten'
'

czas podobnie z ni? iak z liczb? dan? post?pui?c , doydziemy za-

"
wsze do liczby tylucyfcowey, z ilu liczb peryod reszt dla liczby' n

si? sk?ada. "

t A?eby?my w zastosowaniu tego prawid?a nabrali nieiakiey? wpra

wy, przerobimy tutay wed?ug tego niektóre przyk?ady iu? wy?ey

podanej i tak

1. Chc?c si? dowiedzie?, czy liczba 119236734032491 iest po

dzielna przez liczb? 7, zwaiajl!c ?e dla liczby 7 per) od reszt iest

o sze?ciu liczbach, nast?pnie post?pui?

119123683410
3 2 4 9 l

I l 236834

I ] 1 9
? •

-------

2 6

9\44
4

231231

---:--s+l? 24

4+18+9
"

" = 31

7 = liczbie po e ,

dzielney przez 7, a zt2d liczba podana iest podzielna pr?ez 7.

2. Chc?c si? dowiedzie?, czyli liczba 8377968976471 iest. pOe

dzielna przez 7 dzia?am podobnie

..

, I
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81737'
968197

64 6 l

737968

I 8

1/71444i

-/7141448231231

)8+12+8 = 28

14+3t4 == 21

7 == liczbie podzielney
przez 7, a zt?d liczba dana iest podzielna pr?ez 7.

3. Chc?c si? dowiedzie?, czyli liczba 29614442 iest podziel
na przez 13, zwalaj?c ze peryod reszt dla liczby 13 iest o .sze?ciu

liczbach, dzia?am nast?pnie
2916144 4 2

129

16 1414 7 l
f 9 10 11 9 10 l

, 13()+7o-fl = 107

54tJO+4 == 68

39

-

3 X 13 = liczbie

podzielney przez 13, a zt?d i liczba dana iest podzielna przez 13.

4. Chc?c si? dowiedzie?, czyli liczba 1951102019 iest po

dzielna przez 37, zwa?ai?c na to, ?e peryod reszt dla liczby 37 iest

.

o trzech liczbach, dzia?am nast?pnie

119511102019
lO2

951

I l

11°73
I l

-

1074 == 2. 37= liczbie podsielney przez
37 a zt?d i ca?a Iiceba iest podzielna przez 3'7.

9
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III.

Zastosowanie sposobu paprzedzai?cego do liczb pierwszych

2 i 5 i do niektórych liczb z?ot.onych.

Sposób poprzedzaj?cy daie si? zastosowa? do ka?de y liczby,

ho n mo?e byd? lic'zb? ca?kowit? jak?kolwiek, a tern samem mo?e

byd? równem 2 lub 5, 2.1· lub 5n, i? dla niektórych nawet liczb z?o

?onych daie wypadki ciekawe : stosuymy go przeto do wynalezie
nia niektórych praw podzielno?ci:

Prawo podzielnolei dla 2. Naznaczaj?c reszty dla n == 2:r.

otrzymamy r« == l, r e = r« == r« == .... :=0 a zt?d R.==a. ;, co pro

wadzi do tego samego prawa, które?my wy?ey podali.

Prawo podzielnosci dla liczby 5. Czyni?c n == 5 otrzyrnu

iemy r 0=-.1, rs=.ra = ra == .... =..:. O a zt?d R =..a·5 \ co prowadzi' do

wyiey iu? podanego prawa.
,

Prawo podzielno?ci dla liczby 4. Czyni?c n ==4 otrzymamy,

, -

l 2
I

O d R
a; l t b. 2

k drs =
,

r « ==
, rz' == ra, == r4 == .... == a zt? =--;r--, z ?

wyp?ywa nast?pui?ce prawo:

Aby liczba dana by?a podzielna przez 4,. musi k?niecznie
cyfra iednosci powi?kszona df,J?Ct razy wziflt? cyfr? na mieyscu

dzies.i?tek ?toi?c? wyda? liczb? podzielna przez 4: np. liczba 1996

,iest podzielna przez 4, bo 6 +2. 9=24 = -Iiczbie podzielney przez 4.

Prawo podzielno?ci dla liczhy 6. Czyni?c n:=6 otrzymamy
1'0::::I1 r?=ra=ra=r4= ... =4 ztgd

'1\=
a. l+(h+c+d+e+ .•• ?). 4

6.

.

\

\
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a tern samem: Aby liczba dana by?a podzielna przez 6 musi

koniec?nie cyfra na mieyscu iedno?ci sioiqca powifkszona 4 ra- .

zy wzift? summq cyfr pozosta?ych liczby daney wyda? liczbt; po

d?ieln?przez 6: i tak np. liczba 2364234 iest podzielna przez 6 bo

4 +4.(3 + 2 + 46 + 3+2) :=4+ 4. 20= 84=

liczbie podzieluey przez 6, ho podobnie 4 + 8. 4 = 36 = 6? 6.

Prawo podzielno?ci d:la liczby 8. CZYDi?c n=8 otrzymujemy
rp=l, 1'%=2,1'2=4, ra-:-r.4=r5=rO=.H ... =O

t d" R
a. l + b. 2 + c· 4

J da z ? -:-"
8'

z G1 prawo

Aby liczba dana by?a podzielna przez 8, trzeba ,af.eby cy

fra iedno?ci powi?kszona dwa razy wzi?t? cyfrq' deiesiqtek i 4

razy wzif(t? cyfr? set wyda?a liczb? podzietn? przez 8, i tak np.

liczba: 358624 iest podzielna przc2i 8 bo 4+ 2.2 + 4. 6 = 32 .:.. li.

czbie podzielney przez 8.

Prawo podzielno?ci dla liczby 9. - Czyni?c n = 9 otrzyma.

JOy l'Q=rl.=r2=., .. ,awogólno?cirp:=1 zt?d
'

R_a+b+c+d+
..

..:...:..::.:..

.

,

9

podobnie iak dla liczby 3, zk?d praw? wynika nast?puj?ce:

Ka?do. liczba, którey summa cyfr iest pódzieln? przez 9,

iest tak?e podzieln? przez 9.

Prawo podzielno?ci dla liczby 12. Dziel?c nast?pne pot?gi

z 10ell!- przez 12 otrzymamy 1',0 == l, r « = 10, r; =ra =r.4= ·.·.:::4

a. 1 + b " l ° ? ( c + d + e + f + ... ). 4
.

a zt?d R =
,12

-

czyll: AfJ.eby liczba dana by?a podzielna przez 12 trzeba, ate.

by liczba 'z?ozona z dwóch idy cyfr pierwszych powi?kszona 4

razy wzirt? summ? cyfr pozosta?ych by?a podzieln? przez 12, i

9·
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tak np. Ilczba 634729464 iest podzieln? przez 12 bo 64 + (4 + 9

+ 2 + 7 + 4 + 2 + 6 ) • 4 = 201. = liczbie pcdz.ieln ey przez 12, bo

podobnie 4+2.4=12 = liczbie pod eielney przez 12.

Prawo podzielno?ci dla liczby 15. Dla n.= 15 otrzymamy

ro = l, rJ. =rz.=ra := ..... = 10 a zt?d
I

R_a+(b+c+d+e+f+
..... ).IO

15

czyli: Ai.eby liczba dana by?a podzielna przez 15 trzeba af.eby

cyfra na mieyscu iednosci stoiqca powi?kszona dziesi?? razy

wzi?t? summ? cyfr pozosta?ych wyda?a liczb? podzieln? przez

15: i tak np, liczba 36218775 iest liczb? podzieln? przez 15, bo

5 + (7 + 8 + l + 2 + 6 + 3 ). 10 = 345 == liczbie podziel

ney przez 15, bo podobnie dla tey liczby iest (3+4). 10+5 = 75

= 5. 15 = licz. podz. przez 15.

Prawo podzielno?ci dla liczby 18. Czyni?c n = 18 otrzy-

muiemy r; = I, rJ. = rz' = r» = r4 = = l G, a zt?d podobnie
iak dla liczby 15. .

.

Azeby liczba by?a podzielna przez 18 trzeba, azeby c.r/ra
na mieyscu iedno?ci stoiqca powi?kszona dziesi?.? razy wzi«tq
summ? cyfr pozosta?ych wyda?a liczb? podzieln? przez 18: i

tak np. liczba 357946236 iest podzieln? pl'zez 18, bo 6+(3+2+6
+ 4 + 9 + 7 + 5 + 3) . 10 = 396 = liczbie podzielney przez 18, bo

i dla tey liczby iest podobnie 6 + (3 + 9). 10 == 126, a dla tey 6

+ (l+2} 10= 36 = 2. 18 = liczbie podzieln?y przez 18.

Prawo podzielno?ci dla liczby 27. Dla liczby tey otrzymu.
iemy peryod o trzech tylko liczbach

rp = I, I'ptl = 10, rpt?;;:; 19

czyli u?ywai?c reszty dope?aiczey

"
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rp = l
, rp+l = l O, r'p+Z.= S

zkqd czyt?my podobne pra wo ia k dla liczb)' 3-7.

Tym samym sposobem daley post?pui?c mo?na stanowi? pra
wa podzielno?ci i dla innych liczb zro?onych, a w szczeg.ó.lno?ci

szukai?c praw podzielno?ci dla liczb b?d?cych pot?gami z 3en lub

7miu 'doszed?em do ciekawych peryodów reszt, nad ktoremi iednak

tutay zabawia? si? nie chc?, ale rzecz t? sko?cz? na podaniu praw

nas t?pui?cych :

Prawa podzielno?ci ella liczb (11), 33, 99r lII, 333, 999 ..•.•

a w szczególno?ci ella kazdey l?czby, którey cyframi s? same

tylko iedynki , lróyki, lub dzies.iqtki. Dzielqc przez 33 lub 99

ró?ne pot?gi z lOciu otrzymamy reszty rp = l, rp+I= l O, ztad

Kal,ela liczba iest podzielna przez 33 lub przez 99,

.

sko.ro

summa liczb podzia?ek dwucyfrowych liczby daney iest podziel.

nf(: przez 33 lub przez 99: (tutay nale?y tak?e podobne prawid?.o

podzielno?ci dla liczb 11, które?my iu? wy?ey podali).
Deiel ?c znowu ró?ne pot?gi liczby io przez 111, 333, 999 o

I

trzymamy reszty rp = l, rp+1 = 10, 1'1>+2 = 100 a zt?d
Ka?da liczba iest podzielna przez 111 lub 333 lub 999, sko

ro summa liczb iey podzia?ek trzech cyfrowych iest podzielna

przez Ul lub 333 lub 999.

Dla IlU, 3333, 9999, otrzymamy reszty 1 , 10,. 100, 1000:

i t. d. a w ogólno?ci:
Chc?c pozna? czyli liczba elana iest podzielna przez licz

be , którey cyframi s? same iedynki, albo same tróyki, albo

same dziesi?tki, trzeba liczbf dan? podzieii? od strony pra

wey ku lewey na podzia?ki tylucrJrowe, ile samych iedynek
lub samych troiek- lub samych dziewi?tek-o wchodzi wsk?ad

liczby, kt6rey prawo podzielno?ci stosuiemy, liczby w tych po

dzia?kach bfd?ce doda? do siebie; a w ten czas dopiero ide.



:-:: 58 -

li summa zl?d wypadai?ca iest przez lf llczb't podzieln?, ?

liczba dana iest przez ni? podzielna-

Przyk?ady: Sprobuymy, cej li liczba 322187884 nie icst po ..

dzielna przez 99: w tym celu nast?pnie post?pui?

31221) 8171184

3+22+ 18+ 71 +84 = 198 = liczbie podziel.

ney przez 99, bo dla tey
-

liczby, iest 1+98 = 99 = liczbie podz,

przez 99, a zt?d i liczba dana iest podzielna przez 99.

Sprobuymy czyli liczba 19,295,019 nie iest podzielna przez

333 w tym celu .dodaie 19 + 295 + 19 == 333:::: liczbie podzielney

przez 333, a zt?d widz? ?e i liczba dana iest podzielna przez 333.

Uwaga. \Vspomnie? tutay w Królko?ci powinienem, le to

wszystko, co?my przy ko?cu ust: II. powiedzieli, da si? i tutay. za

stosowa? do praw podzielno?ci wszystkich tych liczb, dla których

niedochodzimy do reszty zero, i to do niektórych wprost tak iak

tam podane by?o, iak np. do prawa podzielno?ci dla liczby 27; do

innych za? z pewn? modyflkacy? któr? ?atwo spostrzec moinaz

wzorów dai?cych nam prawa podsielno?ci dla liczb 6, 12, ]5, 18,
a ieszcze Iepiey z wzorów, z których 'c7óytamy prawa podzielno?ci
dla liczb np. 35, 52, S'75, których to praw podzielno?? wynalezie
nie wed?ug 'dopiero co wskazanego sposobu w?asuey ch?ci czy tel

nika zos ta vv iam,

IV.

Ustanowienie praw podzielno?ci dla liczb z?o?onych, gdy wia»

dome m.amy prawa podzielno?ci dla liczb pierwszych, z których
liczby te $? ztozone; w tym tylko iednak przypadku, gity licz

by te pierws?e nie wolwdz? wi?c?y nad iedea raz za czynniki dl)
licub tych z?ozonych.

Powiedzieli?my w n: 38 i n. 49 ?e ie?eli liczba pewna iest

podzielna pr:&ez dwie, trzy, cztery, ••• lub wi?cey lic?b pierwszych

I



59

mi?dzy sob?, lub pierwszych bezwegl?dnych ,
na ten czas liczba ta

Iest takie podzieln? i przez iloczyny z tych liczb wynika??ce. Twier

dzenie to po??czone z prawami podzielno?ci dopiero co podane?r
prowadzi nas do praw podzielno?ci dla liczb z ?o?orrych: i tak. "Jeleli

liczba N iest podzielna przez 2 i przez 3 na ten czas liczba ta iest

tak?e podzielna przez iloczyn 2X3=6: .zk ?d
Ka?da liczba parzysta, które y summa cyfr' test podzielna

przez 3, iest podzielna przez 6.

"Je?eli liczba N iest podzielna przez 3 i przez 5, na ten czas,

liczba ta iest podzielna i przez iloczyn 3X5=I5, a zt?d
-l.Yatda liczba zakoiiozona na 5 lub O, którey summa cyfr

iest podzielna przez 3, iest podzielna przez 15:

J eieli liczba N iest podz, przez 2 i przez 7, iest tei podz. i przez 14.

,. "
N

" " ,,3 "
7 " " " " " 21.

" "
N

" " " a ,,13 " " " " " 39.

" ?'
N

" " ,; 7 ,,11 "" " " "
77.

i t. d.

Mo?emy nakoniec sk?ada? z sob? prawa podzielno?ci liczb,

pierwszych z prawami podzielno?ci liczb z?o?onych, a nawet pra-

wa podzielno?ci liczb z?o?onych- z prawami podaleluo?ci liczb tak.

?e z?o?onych, byleby liczby te tak vv pierwseym iako i w drugim

przypadku by?y pierwszemimi?dzy sob?, i tak r

)
le?eli liczba N iest podz, przez 3 i przez 4, n??as iest tei pode,

i przez. 12.

N

N

N

N

N

N
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4
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g,

5

6·

8
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NIEKTÓRE ZADANIA 21 ARYTMETYKI, w KTÓRYCH TEO·

RYA PODZIELNO?CI LICZB MA SWOIE ZASTOSOWANIE.

Zi\DANIE I. Dan? liczbfl roz?oi.y? na iey czynniki pierwsze. )

Rozwi?zanie: l. Niechay liczba dana któr? na' czynniki pierw.
sze roz?o?y? mamy b?dzie N, na ten czas dziel?c Iiczb? N (ze

wzgl?dem na niektóre wiadome prawa podzielno?ci) przez ka?d?

z liczb pierwszych w' porz?dku naturalnym po sobie nast?pu

i?cych 2,3,5,7, II, 13,17,19,23,29, ai, 37, 41,43,47,53,
59,61,67,71,73,79,83,89,97,101. ... niechay np. 'liczba a

b?dzie nayrnnieysz? z liczhpierwszych, przez któr? liczba N iest

dok?adnie podzieln?, na: ten. czas gdy dzielenie liczby N przez licz

b? a wykonamy, a zt?d wynikai?cy iloraz nazwiemy Q' b?dzie N:

a=Q' czyli N=aQ': probuyrny teraz czyli Q' nie iest podzielnem

przez a, a je?eli to ma mieysce, to z uskutecznionego dzielenia o

trzymuiemy podobnie Q' = a: Q?', zl?d N = a": Q'; probuymy znowu,

czyli Q" nie iest ieszcze podzielnem przez a, a gdy to mamieysce,
na ten czas otrzymamy znowu N C= a", Q''' .... i w ogólno?ci gdy'
dzielenia te nast?pne przez liczb? a, n razy, W) konamy, a za ka?

d? raz? do ydz ierny do tego, '?e iloraz poprzedzaj?cy iest ieszcze

podzielny przez a znay dzierny N = ano N' gdzie N' iest liczb? ca?ko

w it? : ic? cli teraz uskuteczrriai?c dzielenie liczby N' pr.z..ewa doy.

dziemy do tego, ?e liczba ta nie iest iu? podzieln? przez a, na

ten czas pewni ieste?rny wed?ug tego, ?e ka?dy czynnik iest dziel-

nik iem dok?a.dnym liczby tey, w którey sk?ad on wchodzi, ?e licz.

ha N' nie zamyka w sobie czynnika pierwszego a, czyli ze z liczby
N wyrzucili?my czynnika a tyle razy, ile razy si? to uskuteczni?

da?o.
.
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Poniewa?. ka?dy czynnik pierwszy wed?ug n : 31 r6lny od

czynnika a dziel?c dok?adnie liczb? N dzieli? koniecznie musi licz.

b? N', przeto wynalezienie czynników pierwszych liczby N ró,

?nych od liczby pierwszey a przywodzi si? do roz?o?enia na czyn

niki pierwsze liczby N', z któr? tym samym sposobem post?powa?

nale?y iakie?my post?powali z liczb? N, z t? t) lko uwaga, ?e po

niewa? a iest naympieysz? z liczb pierwszych liczb? N dok?adnie

dziel?cych, ?adna liczba pierwsza mnieyssa od a nie dzieli iu? do

k?adnie liczby N', bo gdyby liczba mnieysza od a dzieli?a liczb?
N', na ten czas musia?aby dzieli? i wielokrotno?? ano N' czyli N

- ,

co byd? nie mo/?e bo liczba a iest naymnieyss? z liczb liczb? N

dok?adnie dziel?cych: w wynaydywaniu wi?c czynnika pierwszego
liczby N' nie trzeba zaczyna? f·d pocz?tkowych liczb pierwszych,
ale tylko trzeba zacz?? od liczby pierwszey nayhli?ey wi?kszey od

a: ieieli teraz z nast?pnych liczb pierwszych nayrnnieysza liczb:

pierws: dziel?ca dok?adnie liczb? N równa si? b, na ten czas wy.

czerpawszy tego czynnika tyle razy ile razy si? to da np. n' razy,

otrzymamy podobnie iak wy?ey
N' = bn'. N" a zt?d N = b». ar', N ",

Post?puj?c tak samo znowu z liczb? N", dla którey proby po

dzielenia dok?adnego zacz?? n'ale?y od liczby pierwszey naybIi.

?ey> od b, doydziemy, cechul?c naymnieysz? z liczb pierwszych
liczb? N" dziel?cych przez c, a liczb? razy ile ta wchodzi w sk?ad

tey liczby N"
pl'l.ez n", do N = an, bn'. cJl"? N'" i t. d. dot?d dop6k i

nieprzyidziemy do ilorazu NC?) b?d?cego albo liczb? pierwsz? albo

jak?kolwiek potctg'l liczby pierwszey, co koniecznie wed?ug n. 19-

nast?pi? musi, a na ten czas Zadanie nasze zostanie 'skoriczonem
,

i liczb? N roz?o?on? na czynniki pierwsze otrzymamy tego kszta?tu

N = aD, bn'.cn". d» .....•. " kn(lI??

10

.
,
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gdzie a, b, c, d", ?,k, s? liczbami pierwsze mi bez wzgl?dnemi ,

? n n' n""., nem) liczbami iakiemikolwiek ca?kowitemi.

2. Zadanie to w tym przypadku, gdy liczba dana N iest licz.

b? pierwsz? bezwzgl?dn? przywodzi si? do tego

Jakim sposobem mo?emy pozna?, czyli liezb a dana iest

liczb? pierwsz? lub liczb? z?ozofl,?:
a co wi?ksza zadanie pierwsze polega zupe?nie na zadaniu dopie.
ro co wys?owionem, bo w rzeczy' sarney ci?gle VII zadaniu poprze.

dzai?cem szukamy, czyli ilorazy nast?pne N', N .... s? liczbami

pierwszemi lub z?o?onemi.

A?eby pozna? czyli liczba dana iest Iiczb? pierwsz? lub z ?o

zon? trzeba probowa? czyli liczba ta nie iest pcdz.ieln? przez ie

dn? z liczb pierwszych od niey rnnieyssych, a zatem trzeba mie?

wiadome wszystkie liczby pierwsze mnieysze od liczby daney, do

czego s?u?? nam Tablice liczb pierwszych, o których ni?ey mówi?

b?dziemy, i wykona? tyle dziele? w p rz ypadku tym, gdy liczba

dana VII rzeczy samcy iest liczb? pier.wRzch ile liczb pierwszych

przed ni? w porz?dku liczb naturalnych si<; znayduie: widzicmy

przeto iak d?ugiem i nudnem iest wykonanie tego Zadania, któ

rego rozwi?zanie nast?pui?ca prawda bardzo nam skróci.

Jdeli liczba N nie iest dok?adnie podzieln? przez zadn?
z liczb pierwszych ca?kowitych mnieyszych od VN, na len Czas

liczba ta nie iest te! podzieln? i przez ?adno. liczb? pierwsz?
wi'jksz? od VN, a t?m samem iest liczb? pierwsz?.

Na dowodzenie tego przypu??my ?e s? iakiekolwiek dwie licz

by A i B, których iloczyn równa si? N, i niechay VN = R, na

ten czas A. B = R. R a zt?d
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A?eby rowuo?? ta mia?a mieysce, potrzeba a?eby, gdy A iest

wi?kszem od R, w tym samym czasie B koniecznie mnieyszem by?o I

od R, inacze y bowiem liczba A:R>1 równa?aby si? liczbie R:B

<:1, co byd? nie mo?e; a zt?d wynika ie ie?eliby liczba A> R

== VN by?a dzielnikiem dok?adnym liczby N, na ten czas konie.

cznie znaydowa?by si? musia?a liczba B < R liczb? N dok?adnie dzie

l?ca, co si? sprzeciwia za?o?eniu, bo?my powiedzieli, ?e?adoa li.

.czba mnieysza od B. nie dzieli liczby N, przeto i to byd? nie mo?e,

a?eby liczba N by?a podzieln? przez któr? z liczb pierwszych wi?·

kszych od R czyli VNc:b:d:ok:
.

Z twierdzenia tego wynika, ?e dla przekonania si? czyli liczba

N dana iest Iiczb? pierwsz? ,
do?? iest probowa? CZ) li liczba dana

nie iest podzieln? przez iedn? z liczb pierwszych mnieyszy ch od

Iic?by naybli?ey wi?k szey od V.N: co prowadzi nas tak?e i do n?..

st?pui?cego prawid?a: Je?eli w badaniu czyli liczba dana iest

pierwsz? lub z?ozon? przy wykonyu:aniu dziele? przez liczby

pierwsze po sobie nastepuioce doydziemy do ilorazu mnieyszego
od Dzielnika, na ten czas liczba dana iest liczb? pierwsz?: bo

z zasad dzielenia wynika, ?e iloraz iest tern mnieyszy, im dzielnik

iest wi?kszy, gdy dzielna ta sama zostaie: ie? eli przeto iedn? i t?

sam? liczb? dan? dzielerny przez. coraz liczb-? wi?ksz?, i w ko?cu

doydziemy do tego, ?e iloraz iest mnieyszy od dzielnika, na ten

czas dzielnik ten musi byd? wi?kszy od iednego z dwóch czynni.

ków równych mi?dzy sob? tey?e liczby, czyli musi byd? mniey

szym od pierwiastku kwadratowego tey liczby, a zt?d wed?ug twier

dzenia dopiero podanego liczba dana musi byd?.na ten czas pierwsz?.

Przyk?ady: Trzeba si? przekona? czyli liczba 8123 iest Hczb'l

pierwsz? lub z?o?on?:
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W tym celu u wa?am, ?e gdy liczba 8123 nie iest podzielna, stosu

j?c prawa podzielno?ci, ani przez ?, ani przez 3, ani przez 51 7,

11, 13 i 37: przeto probul?c podzielno?ci Hezby tey przez inne

liczby pierwsze trzeba dzielenia te probiercze wykonywa?, a? do

liczby pierwszey od V8I23, czyli mnieyszey od liczby 91, a za.

tern ai do 89:

8123\
17

8123119 8123{
23

8123129reszta --u. 477 iloraz --ro 427 --4 355 --3 280
l t. d.

przechodz?c przez wszystkie liczby pierwsze Q'? do 89 y,??cznie,

przekonamy si?, ?e liczba ta 8123 nie iest podzieln? przez ?adn?
• z tych liczb pierwszych, a tern samem iest liczb? pierwss?.

Trzeba si? przekona? czyli liczba 10783 iest liczb? pierwsz?
lub z.lo?ona •

.

Gdy ?adnemu z praw podzielno?ci podanych Iiosba ta nie czyni

zado??, przeto wykonywam dalsze dzielenia

107831??
i?:

?7831? 107831
23

107,83\
29

107831-Ereszty 5 534 10567, 19468 24 371 26 347

10783/ 41

-01263
j widz? z ostatniego, ?e liczba ta iest z?o?on? z dwóch

czynników 41 i 263 pierwszych, ho i i1iczba ta 'ostatnia iest pier

wsz?, poniewa? nie iest podaieln? przez ?adnI! z liczb pierwszych
•

2, 3, 5, 7, 13, 17 V26:3.

3. Przy rozwi?zaniu tych 'zada? trzeba mie? pod r?k? szereg

'liczb pierwszych ci?gle po sobie wed?ug porz?dku n?turalneso na

st?puillcycb, a?eby wiedzie?, przez które liczby mamy liczb? dan?

nast?pnie dz.ieli? dla przekonania si? o tern" czyli liczba ta iest pier

wsz?; czy li tueha mie? pod r?k? Tablice liczb pierwsz)-Cb: tako.

we Tab,!ice znaydui, sif{ w wielu dsie?ach
, -iako to

(
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Johann Gottloh Kregers - Gedanken von der A]?ebra, Jlemt

den Primzahlen von l bis 100000 (Da tytule iest tutay pumy ?ka

drukarska, gdzie zamiast sto tysi?cy stoi million t. i, 1000000) Halle

r. 1746.
Lambert/s Zusatze zu den logarithmischen und trigonometri

schen Tabellen- Berlin 1770 - tu znayduie si? Tablica liczb pier

wseych od l do 102000.

S? takie tablice, W których nie tylko znaydui? si? same liczby

pierwsze, ale i wszystkie inne liczby rozci?gaj?ce si? do pewney

granicy, gdzie przy ka?dey liczbie z?o?oney znayduie sj? liczba

'pierwsza naymnieysza, ,przez któr? liczba ta iest podaieln? : takowe

Tablice do rozwi?zania tych tu zada? bardzo dogodne znale?? mo

zna w dzie?ach nast?pui?cyeh :

Jobann. Mich. Poetii griindliche Anleitung zu der jetzt unter

den Gelehrten iiblichen arithmethischen Wissenschaft?n vermittelst

einer parall elen Algebra - Frkf. u. Leipzig 1728. tu przy ko?cu

snayduie si" Anatomia numerorum od I do 10000:- te same ta·

hlice przedrukowano i w innych dzie?ach iako to np. w dziele

Vollstand. mathem. Lexicon II Th. Leipzig ? 742.
_

Dogodnieysze od poprzedzaj?cych tablic podali Lambert ,

Eelkel i Hindenburg. Felkei rozci?gn?? takie Tablice od 1 do

2000000 i te znaydui? si? w r?kopismie w Archivum Wide?skim

z tych Tablic wysz?o z druku 17 arkuszy, które obeymui? czynni.
;

ki nayrnnieysze wszystkich liczb od l do 408000 niepodzielnych

przez 2, 3, i 5,- Hindenburg mia? obliczy? tablite ieszcze co do

u?ycia od poprzedsai?cych dogodnieysze, ale te niewiem czyli dru-

t kiem og?oszone zvsta?y - W Wegi logarytmach "r ega's lo-
I

,garithmisch trigonom'etrische Tafeln Leipz 1797," ?nayduje si?
Tablica liczb od l do 102000 niepodzielnych przez 2,.3, i 5 WI'8?
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z ich naymnieyszemi czynnikami, nakoniec nayobssernieysze po do

bneTablice s? te, które Burckhardt w r. J817 wydal; tytu? ich

iest nast?puj?cy:
Table des diviseurs pour tous les nombres du l er, 2e, 3c Mil

lion ave c les nombres premiers, qui s'y trouvent Paris 1817.

4. Jakim sposobem Tablice takowe naykróciey i neypewniey
uk?adai? si?, nie mo?emy tutay tego wl?o?y?, ho to zale?y od wielu

ciekawych i wa?nych w?asno?ci liczb pierwszych które nam szcze-
,

,

g61niey podali Fermat, Euler, Kraft, Lambert, Hindenburg, Gauss,

Legeodre, i inni: wylo?emy przeto tu tylko sposób nayprostszy i

naydawnieyszy Eratostenesa s?u??cy do wynaydowania liczb pier

wszych, który zazwyczay Sitem Eratostenesa zowi? - i przy??

c?emy wed?ug sposobu podobnego do sposobu Eratostenesa obliczo

n? tablic? liczb od l do 2000 wraz z ich czynnikami naym?iey
szerm.

Sposób Eratostenesa wynalezienia liczb pierwszych.

Gdy Eratostenes Bibliotekarz Muzeum Alexandryiskiego na lat

280 przed nar. Jez. Chryst. ?yi?cy chcia? sobie u?o?y? tablic? liczb

pierwszych na ten czas napisa? on wszystkie Liczby nieparz yste w

porz?dku naturalnym na d?ugiey Tablicy dre wnianey '(liczby pa

rzyste wyrzuci?, bo wszystkie s? liczbami z?oi.onemi iako podziel

ne przez 2). To uczyniwszy wzi?? naprzód liczb? 3 i doda? do niey

3, do tey summy doda? znowu 3 i t. d. a ile razy w dodawaniu

takim otrzyma? liczb? nieparzyst? tyle razy pod t? liczbiJ wykroi?

dziur? w swey Tablicy dre wnianey, przypuszczai?c, ?e liczby te wy

pad?y przez zrobione dziury - tak samo post?powa? dla liczby 5 da

ley dla liczby 7, II, 13, 17, ... i t. d., a tym sposobem pozosta?y mu si?

na iegoTablicy same tylko liczby pierwsze, któr? to tak podsiurawion?
• I
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Li'czh pierwszyoh i czynników naymn.ieyszych litzh naturalnych
od l do 2000.
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nazwano sitem Eratostenesa; sposób ten Eratostenesa podali nam

Nikomachus i Boetius, - Podobnie w u?o?eniu Tablicy tutay za ..

??czoney post?powano, podpisui?e pod liczbami z?o:l.Gnemi czynni ..

ka ich naymnieyszego, a tym sposobem przechodz?c przez wszyst

kie Liczby pierwsze orl l do liczby mnieyszey od V2000 a zatem do

43 pozosta?y si? kratki pró?ne: te, które! hy?y pod liczbami pier

wszemi, te iednosciq zape?niono, iedno?? zatem W tey Tablicy iest

cech? liczby pierwszey , inne za? liczby w kratkach znaydui?ce si?:

s? czynnikami naymnieyszemi liczb, które ?atwo w Tablicy wynay

duiemy, uwa?ai?c ?e uk?ad te,. Tablicy o podwóynem wey?ciu zna ..

nym iest dok?adnie z tablic logarytmów liczb naturalnych: ,u?ycie
za? iey iest do przekonania si?, czyli liczba dana mnieysza od 2000

iest pierwsza lub z?o?ona, a oraz do naznaczenia w ostatnim pl'1.y.

padku czynników pierwszych liczby tey z?o?oney; ohia?niymy Z

reszt? sobie rzecz t? kilkoma przyk?adami.

Przyk?ady. Chc? si? dowiedzie? czy liczba 641 iest pierwsz?
lub z?o?on?: w tym celu szukam w kolumnie pierwszey liczby 64,

a w górze bior? kratk? w którey iest liczba l, i widz? ?e pod t?

kratk? przy 64 stoi jedno??, zt?d liczba 641 iest liczb? pierwsz?.

Chc? sift dowiedzie? czy liczba 1869 iest liczb? pierwsz? lub

z?o?on?: w tym celu szukam w kolumnie pierwszey liczby 186, a

w górze bior? 9, i na ten czas widz? ?e pod t? W kolumnie posio

m?y, w którey zooyduie si? liczba 186, jest liczba 3, zt?d liczba

1869 nie iest pierwsz?, ale z?o?on?. Chc?c jey teraz czynniki pier-
wsze wyznaczy? widz? ?e ] 0" 1869 == 3 X 623

szukai?c w Tablicy 623 znayduie, ?e liczba ta iest podzielna przez.

7 a zt?d 623 = 7 X 89

szukai?c znowu w Tablicy liczby 89 znaydui? ?e liczba ta iest pier-
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wsz?, a zt?d przekonany iestem, ?e c?y?nikami pierwseemi liczby.
1869 s'l liczby 3, 7, 89? czyli !e

1869 == 5. 7·89.
,

..

.zADANIE II. Mai?c roz?o!on? liczb? dan? na czynniki pier •.

wsze, naznaczy? wszystkie dok?adne dzielniki tey!e liczby.

Rozwi?zanie l. Poniewa? wed?ug n. 3? liczba N podzielna

przez liczby pierwsze a, b, c, d, " '. iest te? podzielna i przez ró

?ne iloczyny, które z tych liczb bior?c ie po dwie, po trzy, po czte

?y, •.• i t. d. utworzy? mo?emy, przeto aby z wiadomych czynni.

ków pierwszych liczby dan?y otrayma? wszystkie czynniki z?o?o.

ne, czyli dzielniki dok?adne trzeba sk?ada? z danych liczb pierwszych

te ró?ne iloczyny, z ktorych, gdy te s? w?a?nie szukanymi dzielni.

k ami; ?adnego opu?ci? nie nale?y; i dla tego to, a?eby si? zape.

wni? ;4e ?ade? dzielnik dok?adny nie zosta? wypuszczonym, trzeba

wdz.ia?aniu tern trzymad si? pewnego porz?dku, który co do wy.

konywania naykorzystnieyszy iest, nast?puj?cy: pisz? nayprzód

czynniki pierwsze pionowo pod sob? w tym porz?dku, a?eby czyn.

nik pierwszy naywi?kszy by? naypierwssyrn a potem coraz mniey

sze a? do l, któr? tak?e dopisui? z powodu, o którym nUey po

wiemy: potem mno?? czynnik pierwszy z porz?dku tak?e pierwszy

przez czynnik drugi pod nim stoj?cy, i ilocz yn zt?d wynikaj?cy pi.

IZIt obok tego czynnika drugiego, przez czynnik znowu pierwszy
z porz?dku trzeci mno??' czynnika pierwszego z porz?dku pierwsze.

go,' czynnika pierwszego drugiego; i czynnika z?ownego przy nim

stoi'lcego, i iloczyny zt?d wynikai'lce, pisz? w linii pozio?Dey obok

czynnika tego trzeciego: przez czynnik pierwszy z porz?dku cswar-

ty, i przez ka?dy czynnik pierwszy nast?pny mno?? wszystkie po-

..

, /
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przedsai?ce czynniki pierwsze i z?o?one, pisz?c ie zawsze w linii

poziomey obok czynnika pierwszego, przez któr?n wszystkie poprze-

, dzai?ce czynniki mno? ?: w tym tylko szczególnym przypadku, gdy

czynnik który pierwszy, dwa, trzy, cztery, •• i t. d. razy znay_

duje si? ten?e sam w liczbie daney, nie mno?? przez ten?e czynnik,

gdy go drugi, trzeci raz i t. d. uwa?am wszystkie czynniki poprze

dzai?ce, ale tylko czynnika poprzedzaj?cego pierwszego, i czynni
ki z?o?one do niego nale??ce. Tym sposobem porz?dnie i pewnie

naznaczemy wszystkie daielniki dok?adne liczby daney,

Przyk?ad do zad. I i II. Trzeba liczb? 403650 roz?oiy? na

iey czynniki pierwsze i naznaczy? wszystkie iey dzielniki dok?a

dne: w tym celu u? ywai?c praw podzielno?ci widz? ?e liczba dana

403650 = 10. IJ0365 ? 2. 5. 5.807:1 == 2.5.5.9.897

==2.5.5.3.3.3.299

czyli, poniewa? liczba 299 wed?ug Tablicy za??czendy rozk?ada si?
na d wa czynniki pierwsze 13 i 23, liczba 403650 rozto?ona na czyn

niki pierwsze =;:: 2.33• 5z, 13. 23.

Chc?c teraz naznaczy? czynniki z?o?one czyli dzielniki dok?a

dne -nast?pnie post?puie

23.

13. 299.

5. us. 65. 1495.

5. 25. 575. 325. 7475.

3. 69. 39. 897. 15. 345. 195. 4485. 75. 1725. !:J75. 22425.

3. 9. 207. 117, 2691. 45. 1035. 585. 13455. 225. 5175. 2925.

67275.

3. 27. 621. 351. 8073. 135. 3105. 1755. 40365. 675. 15525: 8775.

201825.

11
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2. 46. 26. 598. 10. 230. 130· 2990. 50. 1150. 650. 14950. 6. 138.

78. 1794. 30. 690. 390. 8970. 150. 3450. 1950. 44850. 18.

414. 234. 5482. 90. 2070. 1170. 26910. 450. 10350. 5850.

134550. 54. 1242. 702. 16140. 270. 6210. 3510. 80730. 1350.

31050. 17550. 403650.

1.

2. W tem zada niu chocia? tak porz?dnie I iakie?my .
wskazali

prowadzonem, mo?emy iednak ieszcze przez zapomnienie wypu.

?ci? którego z dzielników dok?adnych, a zt?d a?eby?my si? iak nay.

dok?adnicy zapewnili, ?e w rachunku ?aden dzielnik dok?adny przez

nas nie zosta? opuszczonym, podamy sposób obliczenia liczby

czynników pierwszych, do których i czynnika Lliczerny (a), i czyn.

ników z?o?onych ró?nych pewney liczby daney, a to z wiadomych

wyk?adników liczb pierwszych, z których liczba la dana si? sk?ada.

Na ten koniec -niechay liczba dana N = ano bn' cn •••••• knCm)

gdzie a, b, c, d, ..... k, s? liczbami pierwszemi ,
a n, n', n" .....

liczbami iak iemik olw'iek ca?kowitemi, na ten czas oczywist? jest

rzecz?, ?e wszystkie dzielniki dok?adne liczby daney N otrzymamy

,skoro wyrazy szeregu
• •• .' • I, a, a2, a

a

,
an

pomno?erny przez wyrazy szeregu. • 1, b, b2, ba, ...
'
.. bn'

a potem wszystkie wyrazy iloczynu zt?d

wynikai?cego rozmno?emy przez wyra·
,

"

..... cnzy szeregu • • l,

wszystkie znowu wyrazy tak nowo wy
.

.

'

nalezionego iloczynu rozmno?emy przez

d d2 d3 e«wyrazy szeregu
- • • • • I, , , ,.

• • • •
I?

( a) Tulay jest w?a?nie powód, dla czego na. ko?cu, jakie?my' to \V n. 1. tego za

dania powiedzieli, czynn!ka l. przypisuiemy ..
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i t. d. tym sposobem doszed?szy do OR

starniego iloczynu wypadaj?cego z roz

mno?enia przedostatniego iloczynu przez

wyrazy szeregu
• _ _ • • •• J, k, k2, k&, ..... kn(m)

widzimy, ze w ostatnim iloczynie b?d? wszystkie iloczyny ró?ne

z czynników a, b, c, d, ..... k podniesionych do pot?g n, n' nU

n'" ••••• nem) po dwa, po trzy, po ,cztery, i t. d. razem branych,
a w których czynniki a, b, c, .... k nie b?d? si? znaydowa? pod
niesione do pot?g odpowiednie wy?szych od pot?g n, n', n" .....

nem): a tern samem b?d? to wszystkie .dzielniki dok?adne liczby

dandy, których liczb? chc?c obliczy? trzeba tylko liczb? wyrazów

tego ostatniego iloczynu wynale??: tym ko?cem uwa?aymy, ?e

gdy szereg pierwszy sk?ada si? z '(n+ l) wyrazów, a szereg drugi
z (n'+ l) wyrazów, na ten czas w iloczynie b?dzie (n + l) (n'+ l)

wyrazów, bo ka?dy wyraz szeregu drugiego rozmno?ony przez

ca?y szereg pierwszy wyda (n+ l) wyrazów, a ?e wyraz6w szeregu

drugiego iest (n'+ 1), zt?d wszystkie wydadz? (n + l) (n'+ l) wy

razów: tym sposobem daley rozumui?c przekonamy si?, ?e gdy w

iloczynie tym znayduie si? (n+l) (n'+I) wyrazów, a w szeregu

trzecim (n"+ l) wyr: b?dzie w iloczynie nast?pnym (o + L) (0'+ l)

(n"+ l) wyr: i t. d. a z t?d W ostatnim iloczynie

(n+ l) (n-} 1) (n"+ l) ( ....... (n(m)+ l) wyr:

czyli poniewa? liczba wyrazów tego iloczynu równa si? liczbie

wszystkich dok?adnych dzielników liczby daney N, przeto .Iiczba

tych dzielników dana nam iest w powy?szem wyra?eniu, z które

go nast?puj?ce prawid?o czytamy.

A?eby wynale?c liczb? wszystkich dzielników dok?adnych

liczby daney N, trzeba kazdego z wyk?adników czynników

pierwszych liczb? dan? sk?adaiqcych po?ittkszy? iedno?ci? i z

11*
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tych liczb zrobi? iloczyn) a iloczyn len bfjdzie szuk;l!Uf liczb?

wszystkich dzielników dok?adnych róznych liczby daney; licz?c

takze do tych i dzielnika ieden : np. w Z;-Idallill uaszem liczba

403650=2.33.52.13.23

ma dzielników dok?adnych rói.rjych

(1+1) (3+1) (2+1) (1+1) (1+1)"-:'2. 4. 3. 2.2=96

co te? W rzeczy sarney ma mieysce, nie licz?c dwa razy czynnika

pierwszego 3, a raz czyn: pierw: 5.

ZADANIE III. WYllale?4 ilukolwiek liczb danych naywieksse:

go sp??nego dzielnika.

Rozwi?zanie 1. Sposób pierwszy. Trzeba roz?o?y? liczby

dane na ich czy.nniki pierwsze wedlug Zad. I, i zrobi? iloczyn

z wszystkich czynników pierwszych spólnych liczbom danym)

podniesionych do pot?g nayniiszych,. w których czynniki te do

liczb danych wchodz? ,
a zt?d otrzymany iloczyn b?dzie nayw.

sp61: dzie?o: lic?b daDych: i tak gdy A = aU. ·btJ. er. d8

B 'bi?'
,

.tY?' I

= aa • t-'. cr .

J t-'

C··
"

"d8"=aa. CI'

i a ? a' >a" l' > y' > y" na ten czas nayw. spoln, dzieln. liczb tych

P
""

fest = aa CI' ,o czem nast?pnie si? przekonamy: poniewa? czyn-

niki pierwsze a, c wchodz? w ka?d? z liczb danych A" B, C, a

nadto nie znaydui? si? w pot?gach wy?szych, iak w At B, C, we ..

d?ug za?o?enia, prseto liczba P wed?ug n 40 dzieli dok?adnie ka?.

d? z liczb A, B, C, a zatem iest ich spólnym dzielnikiem: ?e za?

liczba ta P. iest nayw: spoIn: dzielnikiem wyp?ywa zt?d ,
ze

kaida liczba N; która iest dok ?adnym dzielnikiem liczb danych

A, B, C, n? czynniki pierwsze roz?o?ona nie mo?e zamyka?
iadnego czynnika pierwszego ró?nego od czynników pierwszych

l!czby p) t. i. ró?nego od a i c, bo inaczey wed?ug n. 41 liczba

,

I



- 73

.

ta N nie by-?aby dok?adnym dz.ielnik iem liczb danych A, E, e,

.8 poniewa? i liczba ta N nie mo?e zamyka? pot?g wy?szych csyn

ników pierwszych a i c od pot?g a", r", W których czynniki to

wchodz? w liczb? P, bo inaczey liczba N nie dzieli?aby dok?adnie

wed?ug n. 42 iedney przynayrnnidy z liczb danych, przeto P musi

byd? podzielnem przez N, a tern samem P > N: co?my powie
dzieli O spólnyrn dzielniku N, to samo rozumi si" o ka?dym innym

spólnym dsielniku ,
a zt?d liczba P iest naywi?kszym spólnym dziel.

niklem liczb danych,

Vwaga. Je?eli liczba P iest naywi?k, spoln. dzielo. Hczb da.

nych A, B, C, D .... na ten czas wed?ug n. 54 ilorazy A: P, B: P,
C: P, Sil Iiczb ami pierwszemi mi?dzy sob?.

Je?eli mi?dzy liczbami darremi iest iedna liczba pierwsza bez

wzgl?dna, na ten czas prócz niey zad na inna liczba nie mo?e byd?

spólnym dzielnikiem; a t?m samem i naywi?k, dzielno liczb danych.

Je?eli mi?dzy liczbami danemi s? dwie liczby pierwsze bez;

wzgl?dne wi?ksze od iedno?ci, na ten czas liczby te nie mai? ?adnego
spóluego dzielnika: (porów. n. 7.)

Przyk?ady. Trzeba dla liczb 20, 48, 280, 960, 1800, 5040,
6860, wynale?? nayw. spóln. dzieln.j w tym celu uwa?am, ?e

20 == 22.5, 48 --: 24,3, 280::::. 23.5.7, 960 = 26.3.5, 1800 ==

23.32.5, 5040=24.32.7, 6860=22.5.73 a zt?d nayw. spoln,
dzielno 2? == 4.

Dla liczb 2150 i 3612 Wynale?? nayw. sp6ln. dzielno w tym

celu uwa?am, ?e

2150=2.52.43 a 3612==?2.3.7.43

zt?d naw; spoln, dzielo. == 2 ><43 == 86.

2. Sposób drugi. Sposób poprzedzaj?cy co do wykOnania

swego iest cz?sto nie dogodny , a zw?aszcza w ten czas, gdy licz-



- 74 -

by dane, albo s? liczbami pierwszemi granic? Tablicy, kt6r? ra

chui?cy ma pod rflkq prsechedz?cemi, albo s? liczbami bardzo -wiel

kiernie dla tego to podamy tutay rozwi?zanie daleko prostsze od

poprzedzaj?cego, które zasadza si? na wynalezieniu nayw. spoln,
dzielno dwóch tylko liczb danych:

Mai?c dane dwie liczby A i B wynales? naywi?kszego

spólnego dzielnika.
_

Dayrny na to ze A> B, 8 W tym za?o?eniu dzielmy A przez

B, i niechay w tern przypuszczenie, ?e B nie dzieli dok?adnie liczby
A iloraz zt?d wynikai?cy b?dzie Q, a reszta B; daley dzielmy zno

wu B przez R, i V\' tern samem co wy?ey przypuszczeniu' nazwiy ..

my iloraz zt?d wypadaj?cy przez Qx, a reszt? przez Rx; dzielmy
znowu R przez 1\:1 i zt?d wynikai?cy iloraz naz wiymy przez QZ)

a reszt? przez Bz ••. i t. d. dot?d dopóki nie doydziemy do reszty

Bn, któraby zupe?nie si? mie?ci?a w poprzedzai?cey reszcie Bn-l' na

ten czas dzielnik ten ostatni Bn i e st nayw. spoln. dzielno dwóch

liczb danych A i B: - wed·?ug przepisanego dzia?a nia l1l.amy

R .. !':.J

I?.. B = Q + E czyli A = B • Q + R czyli A - BQ = R

gdzie R < B

B R = Q, + :·/czyli B = R • Ql + R. czyli B - RQl = R.

gdzie R.t < R
•

R : RI = Q2 +!a czyli R = RJQz + a, czyli R - R.Q? = Ra
Ul -,

gdzie Rz < R:z. i t. d.
-

Rn-3 : Rn-2= Qn-l + RRn-l czyli Rn-3 = Rn-2. Qn-!1 + Rn-l czyli Rn-3 - Rn-2. Qn-l
n-2

= Rn-l gdzie Rn-l < RIl?2
Rn?l : Rn-l = Qn + ? czyli Rn-2 = Ru-l • Qn + Bn czyli Rn-2 - Rn-l Qn =BA

Rn-l

gozie Rn < Rn-l

Rn-l : RIl = Qn+l = ?. ca?ko czyli Rn-l = Rs . Q?+, czyli Rn-l == RoQn+l = O
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Dziel?ik ostatni Rn iest naywi?k. sp6lnym dzielnikiem liczb A i Bj "

bo skoro Rn dzieli dok?adnie 8n-1 na ten czas dzieli te? dok?adnie

wed?ug n- 26 i Rn-lQn, a dziel?c i siebie samo, dzieli takie i sum.

m? Rn-IQn +'Rn czyli Rn-2: poniewa? Rn dzieli dok?adnie liczb? Bn-l.

tudzie? Rn-2, przeto te? tak?e podzieli dok?adnie i summ ? Rn-2. Qn-l

+ Rn-l czyli Rn-3 •• ' i t. d. dowiedziemy, ze liczba ta Rn dzieli

nast?pnie dok?adnie wszystkie reszty Rn-4, Rn-5, Bn-6, .••••. Ra, R
2,

.... Rz, 11: a dziel?c liczby B z i R dzieli tak?e dok?adnie i stJmm? RQ x

+ Rx czyli Iiczb? B, a zt?d dziel?c B i R dzieli tak?e i liczb? A

== BQ + R: reszta ta wi?c Rn d'l.iel?c i liczh" A i ]jcl.l)«( B iest spól.
nym dzielnikiem dwóch tych liczb danych. A?eby zu? o k az.ac, ze

liczba ta Rn iest naywi?k. spólnyrn dzielnikiem uwaiaymy, ?e gdyby

by?a liczba inna M < Rn spólnym dzielnikiem liczb A i B, na t e n

czas i liczba B. Q musia?aby by d? podzieln? przez M, i liczba

A - BQ, skoro A iest z za?o?enia podzielnem przez M
l wed?ug

11. 20; podzieln? przez M, czyli musia?oby R hyd? podzielnem przez

M: dziel?c znowu liczba M liczb? R dzieli?aby i RQ:r? a -dz ielqc i B

.. .

z za?o?enia dz iel i?bymusia?a wed?ug n. 20 i B- R. Qx czyli Rx i t. d.

rozumui?c, dóydziemy, ?e liczba ta M musia?aby nast?pnie dzieli? re.

szty Rz Ra •••• Rn-2, Rn_2,Rn, a ze Rn z za?o?enia mnieysze od ItI nie mo.

?e hyd? przez Iiczb?M podzielnem , przeto te? i to byd? nie mo?e,

a?eby by?a liczba M > od Bn, któraby d .k?'aduie dz.ieli!a tak A iako

i B, a tern samem liczba Rn iest nayw. spóln. dzielno Iicz b A i B.

Uwaga. Je?eli Rn = l na ten-czas liczby te A i B s,! pier,

wszemi mi?dzy sob?, i na odwrót ie?eli liczby A i B Sq pierwsze

mi?dzy sob? reszta Bn musi byd? równa iedno?ci,

Zastanowiwszy si? nad przepisanem wyi.ey dxialaniem widzi.

my, ?e sposób ten zamkn?? mo?na w nast?pui?cem pr-a w id le.e+- "Po

dziel liczb't wi?ksz? prze? mnieyszq: ideli dzielenie wykona

/
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sit( zupe?nie bez reszty, liczba mnieysza b?dzie nayw, sp?ln.
dzieln. szukanym. Je?eli z dzielenia pozostanie reszta , dziel

liczbt( mnieysza przez tt( reszt? pierwsz?; a ie?eli dzielenie

wykona si<; bez reszty, pierwsza reszta b?dzie nayw: spól: dziel

nikiem. Je?eli za? z powtórnego dzielenia pozostanie reszta

dziel pierwsz? reszt? przez drug?; a ie?eli dzielenie wykona

sir; bez reszty, druga reszta b?dzie dzielnikiem szukanym. Je.

zeli za? i z tego dzielenia pozostanie reszta, ci?gnij' toz samo

dzia?anie póki nie otrzymasz reszty, któraby zupe?nie dzieli?a

reszt? poprzedsaiocq, Takowy ostatni dzielnik b?dzie nayw,

sp?ln. dzielnikiem. dwóch liczb danych.

Przyk?ady: Wyoale?? nayw. spólny dzielnik dwóch liczb

177263 i 74003:

w tym celu dla kretko?ci dzia?anie tak sobie porz?dkuie

ilorazy
\ 2\ 2\ l I

l

I
S

177263 74003

29157\15489113768
17?1

118006158514115489113768
137681

2\)?571 i54?911376? 1721/-?1
.

zt?d liczb 177263 i 74003 nayw. spóln, dzielnik jest 1721.

Wynale?? nayw. spóln. dzielnik dwóch liczb 367457 i 114157

Wykonanie Dzia! ania.

ilorf1z\""\
3 j. 4

I
) [ 1 13 171111121611430745 Z

lT11571249?6
142i

:1[10773j3440/45i?
1269

184185
14 l

3424?1 999?4

14213/10773110320 3171j269/J8tJ/170
841141

? ,24?86114213llO77313440 "-45:11269 184?85IT4III?1
Poniewa? ostatni Dzielnik dok?adny iest ieden, przeto liczby dane

s? pierwszemi mi?dzy sob?

,
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3. Sposób ten wynalezienia :nayw. spóln, 'dzielnik? dwóch

liczb danych mo?na nast?pnie zastosowa? i do wynalezienia nayw.

spóloego dzielnika kilku liczb danych, i tak
.

A?eby wynale?? nayw: spól: dzielo: kilku liczb danych A, B,

e, D, .•.. H, J, K których liczba niech b?dzie == n, potrzeba nay.

prz6d wynale?? wed?ug sposobu dopiero co podanego

nayw: spól: dzielnik mi?dzy A i B którym niechay b?dzie liczba W

s) wynale??" "w i C" " " " Wt

5) " " " w i D" " " " Wz

I i t. d .

• • • • " ••••.• mi?dzy Wn-5 i H a tym niech h?dzie Wn-4

.••......... mi?dzy Wn-4 i J" " " Wn-3

nakoniec mi?dzy Wn-3 i K" " " Wn-2

na ten czas mówi?, ?e liczba Wn-2 iest nayw: spól: Dziel: wszyst,

kich liczb danych: bo gdy Wn-2 dzieli dok?adnie liczby Wn-3 i K,
a liczba Wn-1I dzieli znowu dok?adnie liczby Wn-4 i J, przeto licz

ha W11-2 dzieli tak?e wed?ug n, 46 liczby Wn-4 i'J, a zatem liczba

Wn-2, b?d?c dok?adnym dzielnikiem liczby daney K, dzieli tak.

ze dok?adnie i liczb? J: poniewa? liczba Wn-2 dzieli dok?adnie we

d?ug tego co?my dopiero powiedzieli liczby Wn-4 i J, a liczba Wn-4

dzieli dok?adnie liczby W11-5 i H, przeto te? liczba. Wn-2 dzieli tak?e

wed?ug n. 46 liczby Wn-5 i H, a zt?d liczba ta, b?d?c spolnym dziel.

nikiem dw6ch liczb KiJ, danych, iest zarazem spolnym dzielni.

kiem i liczby H: tym samym sposobem przekonamy ?e liczba W11-2

dzieli dok?adnie wszystkie liczby dane K, J, H, ...... C, B, A, a

tem samem iest ich spólnym dzielnikiem._ A gdy wed?ug n. 54 nay

wi?kszy spólny dzielnik liczb danych iest podzielny przez ka?dego

innego spólnego dzielnika m tych?e liczb, przeto liczba m iako spól-



- 78 -

ny dzielnik liczb K, H, J, ... C, B, A, dzieli tak?e dok?adnie nayw:

spóln: dzielnika liczb A i B, czyli liczb? w, i dla ter samey przy.

czyny dzieli liczby WI' W2, Wa···· Wn-2 a zt?d liczba Wn-2 zamyka
w sobie za czynnika liczb? m, a tern samem iest wi?ksz? od m: to sa

mo si? rozumi i co do ka?dego innego spólnego dz\elnika liczb da.

nych, a zt?d liczba Wn-2 iest nayw: spólnym dz.ielrrik iern Iiczh danych.

Przyk?ady. Wynale?? nayw: spól: dzielnika liczb

50071, 32655, 41363,

Wykon: dzia?ania

3ll) 1. 4 15

50071 41363

870816531
2177

4 ? 363 34832 6531 6531

3265512177

2177

I10885

10885

8108 6531 21771-,,-

"

st?d 2177 iest naywi?kszym spolnyrn dzielnikiem tych liczb.

Wynale?? nayw: spó1: dz.ief n: liczb

6984, 5976, 3924, 3636, 2286,

I
l

I
5

/1 113
2) 54 2

3?:l4 72 36
360 72

l)
698tl 5976 ) 008 936 72

f,

"

3)
/101

4)
.J 3636 36

36 I
36

.
" 36

5976150401 93GI?11008/ 936 72 216 324
-

288
"

216

36

_651?
2286

361J8216 36

126 :
lOS

•
"

18

?t?d 18 iest nayWIc;kszym spolnym dzielnikiem liczb danych.



ZADANIE IV. Wynale?? naymnieyszq wielokrotno?? dwóch

trzech lub ilukolwiek liczb danych.

Sposób pierwszy. A?eby wynale?? nayrnnieysz? wielokrotno??

kilku liczb danych trzeba wed?ug zad. 1. roz?o?y? liczby te na czyn

niki pierwsze, i rozmno?y? pl'zez siebie wszystkie do liczb danych

wchodz?ce czynniki pierwsze ró?ne, podniesione do pot?g nay wy?,

szych w iakich w liczby dane wchodz?: zt?d wypadai?cy iloozyn
iest ??dan/) nayrnnieysz? wielokrotno?ci? liczb danych- iako? nie

chay liczbami darremi b?d? liczby ,A, B, C, ...• J, K i niechay
liczby te roz?o?one na czynniki pierwsze b?d?.

, A == aa. b?· cI' f, B == aa' b?' dO, C == a·a" c'i'" ee" .

J
- a(n"l). ren-l). dO(n-I). K

-- aU(ll). Cr(n). }1(1/-1)zzz a C
,-

na tenczas, .ie ?e li a'(n-l) iest wi?ksz?m od ka?d?y z ilo?ci a', a', a,", ....

(t(n), (l wi?kszym od ?, 1''' wi?kszem od ren-l) lub ren), o(n-l) wi?k,
szern od o', a !J(n-l) wi?kszem od iedno?ci, na ten czas naymnieysza

spólna wielokrotno?? liczb tych danych iest,

I,

V = ac/Cn-l). bfl· cr"· dO(n-I). eC". pen-l)
ho ?e V iest spóln? wielokrotno?ci? liczb danych wypada z n. 40,
41, 42, albowiem ?adne inne liczby pierwsze prócz a, b, c, d, e,

f, nie wchodz? w liczby dane, i nadto w tych?e nie s? podniesie,

ne do pot?g wy?szych iak w liczbie V, a gdy nadto kaida wielo,

krotno?? liczb tych danych koniecznie zamyka? musi mi?dzy swe.

mi czynnikami pierwszemi wszystkie czynniki pierwsze a, b, c, d,

e, f, gdy? inaceey w n: 41 nie by?aby podz.ieln? przez te wszy
stkie liczby dane; i nie mo?e zamyka? liczb tych pot?g ni?szych od

a'en-l), fi, r", O(n-l), 8", !J(n-l), bo iuaczey nie by?aby wed?ug n: 42

przez wszystkie liczby dane podzieln?, przeto wed?ug n. 40 wieio ..

krotno?? ta musi hyd? pcdzieln? przez wielckrotno?c V, a tern sa.

12.*

.

'
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mem musi byd? wi?ksz? od V, czyli ?e wielokrotno?? IV iest wie.

lokrot. naymnieysz?.

Przyk?ad. Wynale?? naymnieys: spóln? wielokrotno?? liczb na

st?puj?cych 20, 48, 280, 960, 1800, 4040, 6860: poniewa? rozk?'a

dai?c liczby te na czynniki pierwsze otrzymujemy
20=22.5 48=24.3 280=23.5.7 960='26.3.5

1800=23• 32.. 5? 5040=24.32.7 6860=22.5.'za

przeto naymo: spoIn: wielokrotn: liczb danych = 26• 32• 52. 73

=4939200.

2. Spos?b drugi, Sposób poprzedzaj?cy z powodu rozk?ada-
I

nia liczb danych na czynniki pierwsze iest w zastosowaniu niedogo

dnym, dla tego podamy tuta)" inny ieszcz? sposób wynaydywania

naymn: spoln: wielokr: ilukolwiek liczb danych, który zasadza si?
na wynalezieniu naymn: spoIn: wielokr: dwóch liczb danych.

Wynale?? naymnieyszq sp?lno: wielokrotnó?? dwóch liczb

danych .A i B.

W tym celu szukaymy naywi?kszego spólnego dzielnika mi?

dzy liczbami danemi A i B, i ten niechay b?dzie M; 'podzielmy

przez tego? któr?kolwiek z liczb danych, i zt?d wypadaj?cy iloraz

rozmno?my przez drug? liczb? dan?, a na ten czas iloczyn ten o

statni iest szukan? naymnieysz? spóln? wielokrotno?ci? liczb danych
A i B: bo ie?eli A: M=a, a B: M=b, na ten czas A=a.M, a B

= b . M gdzie a i b s? wed?ug n. 54 liczbami pierwszemi mi!jdzy
sob?, a gdy b [M a l == a [M . b]

przeto b . A = a . B

czyli

z których dwóch iloczynów równych na mocy tego, ?e ilorazy
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(B: M) A : A = (B: M) = b, i (A: M) B : B = (A: M) = a s? liczba

mi pierwszemi mi?dzy sob?, ka?dy wed ?ug n. 56 iest naymniey,

sz? spóln? wielokrotno?ci? dwóch liczb danych A i B.

Przyk?ad. Wynale?? nayrnnieysz? wielokrotno?? spóln? dwóch

liczb 1020 i 1030.

Wykon: dzia?: szukam nayw, spól. dzlelnika tych liczb

l' 4 l 6

1030 1020 ?10 180 30
1020 840 180 l80

2IO 18013--;:
l ten wynayduie równy 30, a st?d naymn, wielokrotno?? spólna
liczb danych iest

(1020) (1230)30
·1230=

20
· 1200

czyli 3'4- . 1230 =41 • 1020 = 41820.

3. Sposób ten mo?na zastosowa? i do ilukolwiek liczb danych

nast?pnie. ?iech liczbami danemi b?d? liczby A, B, C, D, ..• H,

J, K, których Liczba iest o, na ten Czas pod?ug sposobu dopiero
co podanego wynaydui? neymnieysz? wielokrotno?? mi?dzy A i B,

i t? niech b?dzie m z, daley mi?dzy m r. i, e, i t? niech b?dzie m 'Z. ,

daley mi?dzy mz i D i t? niech b?dzie ma .... i t. d. mi?dzy
mn-i? i H i t? niech b?dzie mIl-3, mi?dzy mn-3 i J i t? niech b?-'
dzie mn-2, nakonie? mi?dzy mn-2 i K i t? niech b?dzie mn-l, na

ten czas ostatnia wielokrotno?? mu_Ol iest naymni eysz? wielokrotno,

?ci? liczb danych; ho gdy mn-? iest wlelokrotno?ci? liczb mn-2 i K,
a mn-2 iest znowu wielokrotno?ci? liczb mn-3 i J, na ten czas tn-s-x

iest tak?e wielokrotno?ci? liczb mn-l, J, i K, liczba wi?c mn-l wie

lokrotna wzgl?dem liczby K iest tak?e wielokrotn? i wzgl?dem J:

ponlewa? znowu liczba mn-3 iest spólnq wielokrotno?ci? liczb mn-4
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i II, a liczba mn-l iest wielokrotn?. wzgl?dem mll-3, przeto te? licz

ba mu-1 iest tak?e wielokrotn? i wzgl?dem H, a zt?d iest wielo

krotn? wzgl?dem mll-4 H, J, K: tym samym sposobem daley post?

puj?c przekonamy si? ?e liczba ml\-1 iest sp óln? wielokrotno?ci? liczb

danych K, J, H, .... C, B, A, a gdy nadto wed?ug n. 55 kaida

naymnieysza wielokrotno?? liczb danych dzieli dok?adnie kaid,!

inn? spóln? wielokrotno?? liczb tych, wi?c kaida ró?na od mn-1

spólna wielokrotno?? liczb danych K, J, H, ..•. C, B, A, musi hyd?

dok?adnie podzieln? przez A i B a t?rn samem przez m; przez m,

i C, a tem samem przez lnx:'" i t. d. a b?d?c podzieln? przez

m,,-2 i K musi hyd? podzieln? przez 1711\-1: zt?d ka?d? spóln? wie

lokt'otno?? liczb danych dzieli dok?adnie liczba m,,-l, 'a tern samem

liczba ta iest nayrnnieysz? spóln? wielokrotno?ci? liczb danych.

Przyk?ad. Trzeba wynale?? naymn: spól: wielokrot. liczb

nast?puj?cych 20, 48, 280, 960, 1800, 5040, 6860.

Wykon: dzia?ania. lo Szukam nayw: spól: dzielnika mi?dzy
20 i 48) a zt?d dopiero naymn: s pó lney wielokrotno?ci liczb tych

222

4820"& 4'

(A)48 16 8
zt?d M=4 a zatem

M
.B=240=m

---

8 4
"

2re Szukam nayw: spólo: dzielnika mi?dzy 280 l 240, a zt?d

dopiero naymo: spóln: wielokroto: liczb tych

,l 6

28012404D (A)240240 zt?dM=40a
M

.B=1680=ml

-401--:'
3cie Szukam tym samym sposobem naym: spól: wiel: mi?dzy

960 i 1680.

/..
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l l 3
-1---

1680j960
720240

(A)960

720720,
zt?d M=240 a

M
• B=6720= mz

720 240 ?
-ite Szukam mi?dzy 1800 i 6720 naym: spól: wielok:

'3
? 21,3

6720 1800 1320/480 360 120

(A)1320 960360 360 zt?d M= 120 a
M .B?=100800=m ..

. 90 3601120:-
5te Szukam mi?dzy 5040 i 100800 spóI: naym: wielokrot.

20
-----

100800 5040

(
A

)]0080 zt?d M = 5040 a
M

• B = 100800 = 1»4

"

6te nakooiec, szukam naymo: spóln: wielokr: mi?dzy 100800

i 6860.

14 l 2 3 1 2

100800 6860 4760 2100 560 420 140

6860 47604200 1280420420

32200 2100 560 42Q 140 -;

2744014760

zt?d M = 140 a (?). B = 49. 100800 = 4939200 iak wytey: nayp

mnieysza spólna przeto wielokrotno?? liczb danych iest 4939200.

4. Spos?b trzeci naydogodnieyszy i naycs??ciey w rachunkach

u?ywany zasadza si? na wy?o?onym tutay Sposobie pierwsiym,
iest on nast?pui?cy:

.. .
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•

a) pisz? si? liczby dane obok siebie zazwyczay w Iinii pozie-

mey, i wyrzuca si? uayprz?d liczby te, które dok?adnie si? mie

szcz'l w Iedney z liczb dalszych danych:

b) uwab sj? czyli dwie lub kilka liczb pozosta?ych nie mai?

iakiego sp6lnego dzielnika; ie?eli to ma mieysce, to na boku pisze

si? ten?e spólny dzielnik, i dziel? si? przez niego liczby te, które

on dok?adnie dzieli, a ilorazy pod niemi si? podpisui? ; reszta za?

liczb t: i: liczby niepodzielne przez wy??czonego na bok dzielnika

pisz? si? okok tych ilorazów tak iak by?y dane.

e) do otrzymanych w ten sposób liczb stosni? si? znowu pra

wid?a pod lit: a) i b) podane, i dot?d si? tak dzia?a, dopóty ni?.
doydziemy do samych liczb pierwszych bezwzgl?dnych lub pierw

szych mi?dzy sob?.

/

d) Iloczyn dopiero z tych liczb pierwsz1ch i dzielników na

boku napisanych iest szukan? naymnieysz? spóln? wielokrotno?ci?.

Przyk?ad. Niech liczbami danemi b?d? liczby
20, 48, 280, 960, 1800, 5040, 6860

.

•

na ten czas sposób ten do liczb stosui?c, mamy

tJ.rp. ?g. 280. 960.
.

1800. 5040. 6860.

20
'-" .

K*. 48. 90. 252. 343.

24. 45. 126. 343.

12. 45. 63. 343.

12. 45. 9. 49.

4. 15. 3. 49.

4. 5. 1. 49.

2

2

7
-

3
'-"

3
'-"

Dzia?anie iest iu? uko?czondm, bo liczby 4, 5, 49, s? pierw-

szemi mi?dzy sob?, a naymnieysza szukana spólna wielokrot : iest

20X2X2X7X3X3X4X5X49=4?39200 (jak ",y?61)'

•
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ZADANIE V. Przywie?? dany ,!?amek do narprostszego
iego wyra?enia.

Przez przywiedzenie u?amku danego do nayprostszego wyra.
lenia rozumiemy wynalezienie innego u?amku zupe?nie równego
co do warto?ci swoiey u?amkowi danemu, a któregoby licznik i

mianownik czyli któregoby. wyrazy by?y liczbami pierwssemi mi?

dzy sob?. Wynalezienie takiego u?amku zasadza si? na tey fuu

damentalney prawdzie Teoryi u,tamków: ?e U?amek nie odmienia

warto?ci swoiey, dziel?c obydwa iego wyrazy przez iedn? i te?

sam? liczb?: zt?d ie?eli my licznika i mianownika roa?o?emy mi

czynniki pierwsze, i wyrzucemy z tych?e czynniki spólne tyle

razy ile razy si? to da, na ten czas doydziemy do u?amku, które_

go wyrazy s? liczbami pierwszerni mi?dzy sob?, bo si? sk ?adai?
z czynników pierwszych ró?nych, a którego warto?? na mocy

prawdy dopiero co przytoczoney iest ta sama co warto?? u?amku

danego; gdy? wyrzucei?c czynniki wspól?e dzielimy obydwa iego

wyrazy przez iedn? i t? sam? liczb?: zt?d
Sposób pierwszy.Chc?c,przywie?? u?amek do nayprostszego swe

go wyra?enia trzeba rozebra? z osobna licznika i mianownika iego na

,czynniki pierwsze, i wyrzuci? z tych?e równ? liczb? razy czynniki

obydwom spólne,' a to tyle razy ile razy si? to da.
'

.

. "

? k
13:1352

d
.

Przyk?ad: przywlesc u' ame
324!i8o

o lego nayprostszego

wyra?enia, czyli krociey mówi?c skróci? u?amek podany: w tym

celu uwa?am ?e) gdy rozto?ywszy wyrazy iego na czynniki pier-

wsze, liczba 134352 = 24 . 38 .311

a 424980=2z.38.5.787 .

. pr.zeto u?amek dany
134352 24.38.311 (22.38 )2z.311 2z.311 ]244

424980
-:-

a-. 38.5.787
=

(?z. 38 ) 5 . 787
=

5.787
=

3935·
15

"
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Sposób drugi. Znal?c prawa podzielno?ci liczb mo?na ie tutay

bardzo dogodnie zastosowa?, i zamiast rozk?adania wyrazów u

?aqlku danego na czynniki pierwsse ,
8 potem wyrzucenia czynui

ków spólnych, mo?na te czynniki spólne , wynaydui?c ie przez

upatrywanie praw podzielno?ci spólnie do licznika i mianownika

zastosowa? si? mog?cych, cs?stkowo wyrzuca? dot?d, dop6ty nie

przyidziemy do wyrazów b?d?cych liczbami pierwszcmi mi?dzy sob?,
o cz?rn za pomoc? szukania nayw. spóln, dzielnika mi?dzy wyra

zami u?amku ostatniego przekona? si? powinni?my. - Tym sposo

bem dsia?ai?c mamy

I

4 39
-- '-' --

1343521 335881 373211244424980 106245 HS05 3935

a gdy iu! nie upatruie ?adnego spólnego prawa podzielno?ci, przeto

I probuie czy te liczby s? pierwszemi mi?dzy sob?: w tym celu od.

bywam dzia?anie wynaydow. nayw. spóln. dzielnika

3935? );44J2?31356?I21JII131 J?13311
3732112181180(23

131lo1 91 31
203'-361 23113110 "3 lIr:: I

i widz?, ie liczby te s? pierwszemi mi?dzy sob?, bo nie maH? in

nego spólnego dzielnika nad iedno??; a tern samem u?amek dany
iest przywiedziony do na:yprostszego wyra?enia.

Sposób trzeci. Chc?c dzia?anie skracania u?amku wprost wyko.
'na? trzeba poszuka? nayw. spóln. dzielnika wyrazów u?amku, przez

kt6ry podzieliwszy te? wyrazy, u?amek przywiedziony zostanie do

neyprostszego wyra?enia: bo tym sposobem wyr2<uca si? wszystkie
czynniki spólne obu wyrazom tyle razy, ile razy si? to da, albo-
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/

wiem naywi?kszy spólny dzielnik dwóch liczb sk?a'da.: si? z tych?e

samych czynników pierwszych i w tey samey liczbie powtorzonych.

Przyk?ad: Skroci? u?amek ?:!:?: W tym celu szukam mi?dzy

Iiczbami 134352 i 424980 nayw. spóln. dziel.

__ I_? 1_6_1_?1_2..1? L?
424980 1;34;352 2192412808 2268 540p03

403056i?5441190161?2(j81216015401
.

::,.

. 21.9241 28081 :.),26? 54oJlOsI-,,?
który, gdy znayduie równy 108, przeto u?amek dany

134352 134352 : 108 1244

4249?0
=

424980; 108
==

3935
tak iak wyUy.

Sposobu pierwszego iako w przystosow aniu nie dogodnego rzadko bar

dzo si? u?ywa: sposób drugi i trzeci s? cz?stego, a prawie ci?

g?ego 'u?ycia w rachunku z u?amkami,

.

ZADANIE VI. Przywie?? ilekolwiek u?amków danych do nay-

mnieyszego spólnego mianownika ..

1. Przez przywodzenie ilukolwiek u?amk?w danych do spól

nego mianownika rozumiemy zamienienie u?amków danych na inne

odpowiednie u?amkom danym co do warto?ci równe, a któreby
mia?y.i43dnego i tego? samego mianownikar-e- Rozwi?zanie tego za

dania polega na rozwi?zaniu nast?pul?cego ?

Zamie?i? u?amek dany ? na inny równy danemu 00 do

warto?ci, a któregoby ruianownik by? równy' liczbie M: w tym

'A A M AXMcelu uwa!aymy, ?e - = -. - = -----.-, a gdy nowy u?amek ma

B »M BX M
.

mie? za mianownika sam? liczb? M ? a 'nie BM, przeto trzeba Ie-,

15*

"
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sscze ostatniego u?amku' O}}ydWB wyrazy podzieli? przez B, a zt?d

otrzymamy
A (A X M):B'
-=

.B 1\'1

z którego wzoru czytamy nast?pui?ce prawid?o na rozwi?zanie po

danego zadania ,- "Chc?c u?amek dany zamieni? na inny równy
mu co do warto?ci ,

a któregoby mianownik by? równy liczbie da.

ney ,
trzeba licznika u?amku danego rozmnqiy? przez ten miano

wnik dany, a zt?d wypadai?cy iloczyn podzieli? prt.ez mianownik
I

u?amku danego: iloraz st?d otrzyrnan y b?dzie licznikiem u·?amku

szukanego') którego mianownik iest mianownik nowy dany."
. Przyk?ady.

.

Chc?c zamieni? t na
.

u?amek któregoby miano-

wuik by? równy 56 trzeba po?o?y?
.

? _ ,(6X56):7_536.:7 _48.
7

-

56 --'56-56

Chc?c podobnie zaniieni? ·u?amek. {. 'na u?amek, któregoby mia

nownik by? równy 7 trzeba po?o?y?
I

3
= (3 X 7): 4,- 21 : 4

_ 5{- .

4 I

--- -- l t. d.
7 7· 7-

2. Je?eli teraz za?o?emy, ?e wyra?y . u?amku danego s? liczba.

mi pierwsze mi mi?dzy sob?, na tenczas licznik u?amku szukanego

w tenczas tylko hyd? mo?e liczb? 'ca?kowit?, gdy nowy mianownik

dany iest dokladnie podzielny przez mianownika dawnego; bo ilo

czyn (A. M) nie mo?e byd? wed?ug \11: 30 dok?adnie _ podzielnym

przez .B, w za?ozeniu ?e A Iest pierwszem wzgl?dem B,. tylko w

tenczas gdy czynnik drugi t. i. M iest podzielny przez liczb? ?B; a

wtym 'przypadku krótszym od popraedz ai?cego sposobem zamienia

s?? u?amek dany na inny równy mu co do warto?ci, a któregoby
I mianownik by? równy liczbie daney z za?o?enia wielokrotney wzgi??

, ,

I

\ .
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. dem mianownika u?amku danego, dziel?c przez ten ostatni mianownik

mianownik nowy dany, iloraz z t?d wynikai?cy mno??c przez licznika

-u?amku danego, i ten?e iloczyn pisz?c za licznika u?amku szuka

nego, którego mianownik iest równy nowemu mianownikowi dane •

.

mu: bo wed?ug n. 17 w za?o?eniu, ?e liczby A, B,'M s? liczbami

ca?ko,", itemi mamy

A

?M == A.(?)
Przyk?ady: Zamieni? u?amek H· na u?amek, kt6regoby mia

nownik by? równy 100 w tym- celu uwa?am ?e

19_19 X z?* _19.5_ 95

20
-

100
-

""TOo ? 100·
.

Zamieni? u?amek H? na u?amek, którcgoby mianownik by? r6wny
3126 w tym celu uwa?am ?e

263 263 X 8tH 263 X 6 1578

521
==

3126
==

3126
==

312"[

3. Przyst?pmy teraz do g?ównego naszego zadania i uwa?ay
my, ?e ie?eli chcemy otrzyma? u?amki r6wne u?amkom danym, któ

reby mia?y liczniki ca?kowite, i iednego i· tego samego mianownika,
na tenczas wed?ug tego co?my dopiero powiedzieli sp61ny miano.

wnik tych u?amków musi byd? liczb? dok?adnie podzieln? przez

ka?dego z mianowników danych, czyli musi byd? spóln? wielokrot

no?ci? mianowników u?amków danych; a ?e spólnych wielokrotno.

?ci dla ilukolwiek liczb danych mo?e byd? niesko?czenie wiele, bo

mai?e iedn? z nich dan?, ka?da liczba wielokro,tna wzgl?dem tey?e
iest tak?e spól: wielokrotno?ci? liczb danych, prze-to 'w tzada?iu na

szem id?c drog? naykrótsz? powinni?my za spólny mianownik u?am

ków danych w?i??? riaym: 'spóln? wielokrotno?? mianowników da •

.

nych u?amków, a który z tego powodu zowie si? naymnieyszym.
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sp?lnym. mianownikiem: mai?c iu?'tym 'sposobem wynaleziony na).

mnieyszy spólny mianownik zamieniamy ka?dy z u?amków danych

wed?ug n: poprzedzaj?cego na inny rów ny mu co do warto?ci, a które

go by mianownik by? równy naym: wynalez: spóln: mianownikowi;

st?d przeto: Aby przywie?? ilekolwiek u?amków danych do naym:

spólnego mianownika trzeba:
.

lo Dla wynalezienia tego sp?lnego mianownika wynale?? we ..

d?ug zad. IV naydogodniey zapomoc? sposobu trzeciego naym: spóln?
wielokrot. mianowników u?amków danych, która w?a?nie b?dzie

szukanym spólnym mianownikiem,

a 2re dla wynalezienia odpowiadai?cych liczników trzeba przez

ka?den mianownik u?amków danych podzieli? ten spoIny naymniey,

szy mianownik, i ka?den z ilorazów zt?d wynikai?cych pomno?y?

przez licznika do ilorazu tego nale??cego. iloczyny zt?d otrzymane

b?d? seukanemi nowemi licznikami.

Przyk?ady. Przywie?? do spóJnego naymn: mianownika u?am.

ki
1 3 4 57!) 11 ] 4 Hl

'2' T '"'5'6" 8" iO' 12 '15' 20

Wykona: dziabania, szukam lo naymn: spól: wielokr: mia

nowników

?, ?, f, fi, 8, xrfi, 12, 15, 20

21 4 6 15 lO
-

2 2 ? J5 S
-

et?d naymn: wielokre spól: == 2.2,2.15 == 8.15 = 120 == naymn:

spól: miano w nikowi.

2re dla otrzymania Iicznik?w Dast?pnie c:1zia?am

l.

KSI?GOZBIÓR
MA?CINA ZAI\'10ySI<IEGO

!l? ? g If -KZ

,
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ztqd licznik odpowiadai?cy 60 X l

30X 3_

- 24X 4

2 = 60

4 = 30

5 - 24

6 - 20

60120

120

120

120

120

120

90

96

LOO

105

"""

"""

- 20X 5"""

15 X 7158

10

12

"""

.

:'12 X 9 10812 """

10 X II no

- 8 X 14 == 112

6 X 19 = 114

10 "

15 _ 8 "

z
120

120

120

""

"

20 - 6" " "

l '60 3 no 4 96 5 100 7 105

"'5= 12'0' 7,= iW' T= i20
a zt?d '2

=
iW

'
T= i20

'

9 108 11 110 14. 112 19 114

iO
==

120
'

12
=

i20
'

15
=

iW
'

::w
-

iiO

OMYLI{! ZNACZNJEYSZE.

Str. 3-w. 15. z: ca?l:owittey cz. ca?l:owitly; W: 26-z: (i + 1) • A-cz: (i + l);
Aj- Str. 7-w: 17. z: (l:.m.).A=K(mA) cz?(l:m)A=l:(mA); w w: 17,18,21

.z: m, k
, K, cz: m, k, A: w: ?4-z: (l:.A.)m=(AzmA:. cz: (kA)m=(Am)Ir:;- Str.

8.· w: l z: na ten czas- ez: na ten czas okazemy, - w: 24 z: liczba 6 cz: liczba

8;
- w: 26 -

zam: b?dziemy (a) _ "z: b?dziemy mieysce (a); w ?rodku 31 wie}'.

sza zam: .••. rsq cz: rqsi w: 36 zam: mieysce a cz. mieysce (a);- 8tr: i o w: 14

zam: ••.. acz: ... : -

a;
- 8tr: l:l w: 9 zam: ie?eli, za? cz: ie?eli za?; - Str.

13 w: ) 4 zam: ea?kowitemi inaczey ez: ca?kowitemi, inacady ; w: ostatni zam:

przez
liczb ez: przez liczb?; Str. ) 6 w. 24 z: litJzbC! pierwsze wzgllidem Acz: liczbl?

pierwszc! wz?lfjdem iednego z czynniMw, np. wzgl?dem A; - Str. 17 w J I z: Ri

cz: Bi,;
- Str. ) g w: II z: A. B, e, D, ezytay A,B,C,O, ..... , w: 12 Z: A, B, C, 0, ••.•

oz: ABCD ..... ;
- Str. 21 - w: l Z: gdzie q'-iest cz: gdzie q' jest liczb? ca?kowit?:

iest; - Str: 22 w: 17 z: by?a cz: byd?; - Str: 28 w l '1 z: p. nC cz: pn. C; - Str.

51 w: 15 z: któr?eymy ez: którey?rny;- Str. 33. w. 12 z. M .10'" ez: M.lon;_
Str. 37 w. ) 8 z: przez l cz: przez i,; - Str. 43. w: 4 z: zdodawania cz: z doda

nia - w: 5 z: sk?adaj?cych, cz. sk?adai?cych wynikai?cy,
- w. J o z: podzielne cz:

podzielllaj- Str. 57 w. 26 z. dziesiqtJ:i cz. dziewiqtlr:i;- Str. 58 w.:.8 z: n. 4!}
cz: n. 39; - Str. 62 w. g. z: N', N ... cz: N', N" .... ;

- Str. 64 w. 5 z: pierwszey
04 cz: pierwszey < od; w. 2 l Z: ? 7 CZ: 17>-;

- Str. 6g w. 6 z: drugi, trzeci

raz i t. d. uwazam ez: drugi l'az nwa?am _ w. 8 z: do niego naleil\ce. ez: do niego

nale??ce, a gdy go trzeci, czwarty, i t. d. raz uwa?am,lwszystkie tylko czynniki
z?oione do niego, gdym go drugi, trzeci, i t. d. raz uwaia?, naleil\ce.
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